Teaser: Visualisierung von Graphen
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Beispiele fiir Probleme beim Zeichnen planarer Graphen

> orthogonale Zeichnungen

> aufwartsgerichtete Zeichnungen fiir gerichtete azyklische
Graphen

> Winkelauflosung in geradlinigen Zeichnungen
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Beispiele fiir Probleme beim Zeichnen planarer Graphen

> orthogonale Zeichnungen

> aufwartsgerichtete Zeichnungen fiir gerichtete azyklische
Graphen

> Winkelauflosung in geradlinigen Zeichnungen

Sz

— Modellierung der Probleme durch Flussnetzwerke
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Planaritat

Definition

planar plattbar
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Planaritat

Ein Graph G = (V, E) heiBt (oder ), wenn es
eine Zeichnung [ von G in die Ebene gibt, in der sich die Zeich-
nungen von je zwei Kanten nicht schneiden.

Eine solche Zeichnung I heif3t :

Definition (kombinatorische) Einbettung?!
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Planaritat

Ein Graph G = (V, E) heiBt (oder ), wenn es
eine Zeichnung [ von G in die Ebene gibt, in der sich die Zeich-
nungen von je zwei Kanten nicht schneiden.

Eine solche Zeichnung I heif3t

T SO

Definition (kombinatorische) Einbettung?!

Aquivalenzklasse von Zeichnungen:
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Planaritat

Ein Graph G = (V, E) heiBt (oder ), wenn es
eine Zeichnung [ von G in die Ebene gibt, in der sich die Zeich-
nungen von je zwei Kanten nicht schneiden.

Eine solche Zeichnung I heif3t

T SO

Definition (kombinatorische) Einbettung?!

Aquivalenzk/asse von Zeichnungen: [{~[> &
fiir jeden Knoten v gilt: die zu v inzidenten Kanten verlassen
v in 1 und I, in der gleichen zirkularen Reihenfolge.
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Knoten, Kanten und Facetten

> Jede Zeichnung [ eines planaren Graphen zerlegt die
Ebene in Facetten.
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Knoten, Kanten und Facetten

> Jede Zeichnung [ eines planaren Graphen zerlegt die
Ebene in Facetten.

> Die Facetten sind die Zusammenhangskomponenten von
R2\ T
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Knoten, Kanten und Facetten

> Jede Zeichnung [ eines planaren Graphen zerlegt die
Ebene in Facetten.

> Die Facetten sind die Zusammenhangskomponenten von
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> F := Facetten einer geg. planaren Einbettung von G.
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Knoten, Kanten und Facetten

> Jede Zeichnung I eines planaren Graphen zerlegt die
Ebene in Facetten.

> Die Facetten sind die Zusammenhangskomponenten von
R2\ T.

> F := Facetten einer geg. planaren Einbettung von G.

> Was ist der Zusammenhang zwischen |V/|, |E|, |F| =: f7

Eulersche Polyederformel:
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Knoten, Kanten und Facetten

> Jede Zeichnung I eines planaren Graphen zerlegt die
Ebene in Facetten.

> Die Facetten sind die Zusammenhangskomponenten von
R2\ T.

> F := Facetten einer geg. planaren Einbettung von G.

> Was ist der Zusammenhang zwischen |V/|, |E|, |F| =: f7

Eulersche Polyederformel:

Beweils?
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s-t Flussnetzwerk

Definition
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Definition
Geg: Flussnetzwerk (G = (V, E);s, t; c) mit
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s-t Flussnetzwerk

Definition
Geg: Flussnetzwerk (G = (V, E);s, t; c) mit
> gerichtetem Graph G = (V/, E)
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s-t Flussnetzwerk

Definition
Geg: Flussnetzwerk (G = (V, E);s, t; c) mit

> gerichtetem Graph G = (V/, E)
> Kantenkapazitaten c: E — Ry
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s-t Flussnetzwerk

Definition
Geg: Flussnetzwerk (G = (V, E);s, t; c) mit

> gerichtetem Graph G = (V/, E)
> Kantenkapazitaten c: E — Ry
> Quelle s € V, Senke t € V
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s-t Flussnetzwerk

Definition
Geg: Flussnetzwerk (G = (V, E);s, t; c) mit
> gerichtetem Graph G = (V/, E)

> Kantenkapazitaten c: E — Ry
> Quelle s € V, Senke t € V

Eine Abbildung f : E — R>¢ heillt s-t-Fluss, falls gilt:
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s-t Flussnetzwerk

Definition
Geg: Flussnetzwerk (G = (V, E);s, t; c) mit
> gerichtetem Graph G = (V/, E)

> Kantenkapazititen c: E — R+
> Quelle s € V, Senke t € V

Eine Abbildung f : E — R>¢ heillt s-t-Fluss, falls gilt:

fiir alle e € E: f(e) < c(e)
fir alle ve V\ {s, t}:
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s-t Flussnetzwerk

Definition
Geg: Flussnetzwerk (G = (V, E);s, t; c) mit

> gerichtetem Graph G = (V/, E)
> Kantenkapazititen c: E — R+
> Quelle s € V, Senke t € V

Eine Abbildung f : E — R>¢ heillt s-t-Fluss, falls gilt:

fiir alle e € E: f(e) < c(e)
fir alle ve V\ {s, t}:
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s-t Flussnetzwerk

Definition
Geg: Flussnetzwerk (G = (V, E);s, t; c) mit

> gerichtetem Graph G = (V/, E)
> Kantenkapazititen c: E — R+
> Quelle s € V, Senke t € V

Eine Abbildung f : E — R>¢ heillt s-t-Fluss, falls gilt:

fiir alle e € E: f(e) < c(e)
fir alle ve V\ {s, t}:

Ausflusss(v)  Zuflusss(v)
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s-t Flussnetzwerk

Definition
Geg: Flussnetzwerk (G = (V, E);s, t; c) mit

> gerichtetem Graph G = (V/, E)
> Kantenkapazititen c: E — R+
> Quelle s € V, Senke t € V

Eine Abbildung f : E — R>¢ heillt s-t-Fluss, falls gilt:

fiir alle e € E: f(e) < c(e)
fir alle ve V\ {s, t}:

Uberschusss(v) = Ausflussg(v) — Zuflusss(v)
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Allgemeines Flussnetzwerk

Definition
Geg: Flussnetzwerk (G = (V/, E); I; u; b) mit

> gerichtetem Graph G = (V, E)

> untere Kantenkapazitaten /: £ — Ry

> obere Kantenkapazitaten u: E — Ry

> Knotenbewertung b: V. — R mit }  _, b(v) =0
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Allgemeines Flussnetzwerk

Definition
Geg: Flussnetzwerk (G = (V/, E); I; u; b) mit

> gerichtetem Graph G = (V, E)

> untere Kantenkapazitaten /: £ — Ry

> obere Kantenkapazitaten u: E — Ry

> Knotenbewertung b: V. — R mit }  _, b(v) =0

Eine Abbildung X: E — R>q heit Fluss, falls gilt:
fiir alle e € E: I(e) < X(e) < u(e)

fir alle v e V: Z X(vw) — Z X(uv) = b(v)

vweE uveE

Alexander Wolff : Lehrstuhl fiir Informatik | : Universitat Wiirzburg



Allgemeines Flussnetzwerk

Definition
Geg: Flussnetzwerk (G = (V/, E); I; u; b) mit

> gerichtetem Graph G = (V, E)

> untere Kantenkapazitaten /: £ — Ry

> obere Kantenkapazitaten u: E — Ry

> Knotenbewertung b: V. — R mit }  _, b(v) =0

Eine Abbildung X: E — R>q heit Fluss, falls gilt:
fiir alle e € E: I(e) < X(e) < u(e)

fir alle v e V: Z X(vw) — Z X(uv) = b(v)

vweE uveE

U berscﬁussx (v)
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Fragestellungen auf gegebenem Flussnetzwerk

Giltiger Fluss
Finde giltigen Fluss X: E — R>q, d.h. Kantenbewertung, die

> Kapazitétsschranken respektiert, also / < X < u, und
> Uberschuss/Bedarf b genau deckt.
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Giltiger Fluss
Finde giltigen Fluss X: E — R>q, d.h. Kantenbewertung, die

> Kapazitétsschranken respektiert, also / < X < u, und
> Uberschuss/Bedarf b genau deckt.

Zusatzlich gegeben: Kostenfunktion cost: E — R>g
Def. cost(X) := > . g cost(e) - X(e)
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Fragestellungen auf gegebenem Flussnetzwerk

Giltiger Fluss
Finde giltigen Fluss X: E — R>q, d.h. Kantenbewertung, die

> Kapazitétsschranken respektiert, also / < X < u, und
> Uberschuss/Bedarf b genau deckt.

Zusatzlich gegeben: Kostenfunktion cost: E — R>g
Def. cost(X) := > . g cost(e) - X(e)

Minimalkostenflussproblem

Finde einen giiltigen Fluss X: E — R>, der
> cost(X) minimiert (unter allen giiltigen Fliissen)
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Fragestellungen auf gegebenem Flussnetzwerk

Giltiger Fluss
Finde giltigen Fluss X: E — R>q, d.h. Kantenbewertung, die

> Kapazitétsschranken respektiert, also / < X < u, und
> Uberschuss/Bedarf b genau deckt.

Zusatzlich gegeben: Kostenfunktion cost: E — R>g
Def. cost(X) := > . g cost(e) - X(e)

Minimalkostenflussproblem

Finde einen giiltigen Fluss X: E — R>, der
> cost(X) minimiert (unter allen giiltigen Fliissen)

Alexander Wolff : Lehrstuhl fiir Informatik | : Universitat Wiirzburg



(Planare) Orthogonale Zeichnungen
Topology — Shape — Metrics

Dreistufiger Ansatz:

V ={vi,v,v3,v4}
E={{vi.vo}. {vi.va}, {vi.va}, {vo,v3}, {vo. vg}}

Universitat Wiirzburg
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(Planare) Orthogonale Zeichnungen

Dreistufiger Ansatz: Topology — Shape — Metrics

kombinatorische
Einbettung
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(Planare) Orthogonale Zeichnungen

Dreistufiger Ansatz: Topology — Shape — Metrics

kombinatorische
Einbettung
4
: — L "
,
B i R A 3
2 orthogonale : 5
Beschreibung é ----------- :
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(Planare) Orthogonale Zeichnungen

Dreistufiger Ansatz: Topology — Shape — Metrics

'4
V ={vi,v,v3,v4}
E={{vi. v} {vi.v3} {vi.va}, {va,v3}, {v2, vs}} 3

1 '—I
. . 2
kombinatorische
Einbettung pllanare
. Einbettung minimierur

T i

B i R A 3
2 orthogonale : 5
Beschreibung é ----------- :
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(Planare) Orthogonale Zeichnungen

Dreistufiger Ansatz: Topology — Shape — Metrics

*4
V ={vi,v,v3,v4}
E={{vi.v} {v1.v3}. {vi.va} {vo.v3}. {v2, v4}} 3
1
. . 2
kombinatorische
Einbettung pl.anare Flichen-
1 Einbettung minimierur
R o4

= 3
i orthogonale : :
Beschreibung 2
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Das Problem

Problem 2: Knickminimierung mit fester Einbettung

Gegeben Graph G = (V, E) mit Maximalgrad A < 4, kombi-

natorischer Einbettung F und duBerer Facette fy,

finde orthogonale Gitterzeichnung,
die (F, fy) erhdlt und minimale Knickanzahl hat.
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Das Problem

Problem 2': Orthogonale Beschreibung
Gegeben Graph G = (V, E) mit Maximalgrad A < 4, kombi-

natorischer Einbettung F und duBerer Facette fy,

finde orthogonale Beschreibung H(G),
die (F, fy) erhdlt und minimale Knickanzahl hat.
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Orthogonale Beschreibung

Eingabe: G = (V, E) planar, F, fy
Ausgabe: orthogonale Beschreibung H(G) = {H(f) | f € F}

Beispielgraph G:

& 21
€1
€5
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Orthogonale Beschreibung

Eingabe: G = (V, E) planar, F, fy
Ausgabe: orthogonale Beschreibung H(G) = {H(f) | f € F}

Facettenbeschreibung H(f):
im UZS geordnete Folge v. Kantenbeschreibungen (e, d, ) mit

Beispielgraph G:

H (G): @ e 43
H(fi) = ((e1, 00, 3), @%—@F
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Orthogonale Beschreibung

Eingabe: G = (V, E) planar, F, fy
Ausgabe: orthogonale Beschreibung H(G) = {H(f) | f € F}

Facettenbeschreibung H(f):

im UZS geordnete Folge v. Kantenbeschreibungen (e, d, ) mit
> e ist Randkante von f

Beispielgraph G:

H (G): @ e 43
H(fi) = ((e1, 00, 3), @%—@F
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Orthogonale Beschreibung

Eingabe: G = (V, E) planar, F, fy
Ausgabe: orthogonale Beschreibung H(G) = {H(f) | f € F}

Facettenbeschreibung H(f):

im UZS geordnete Folge v. Kantenbeschreibungen (e, d, ) mit

> e ist Randkante von f
> ¢ ist 0-1-Folge (0 = Rechtsknick, 1 = Linksknick)

Beispielgraph G:

H (G): @ e 43
H(fi) = ((e1, 00, 3), @%—@F
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Orthogonale Beschreibung

Eingabe: G = (V, E) planar, F, fy
Ausgabe: orthogonale Beschreibung H(G) = {H(f) | f € F}

Facettenbeschreibung H(f):

im UZS geordnete Folge v. Kantenbeschreibungen (e, d, ) mit
> e ist Randkante von f

> ¢ ist 0-1-Folge (0 = Rechtsknick, 1 = Linksknick)

> « ist Winkel € {5, T, 37” 27} zwischen e und Nachfolger €’

Beispielgraph G:

H (G): @ e 43
H(fi) = ((e1, 00, 3), @%—@F
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Orthogonale Beschreibung

Eingabe: G = (V, E) planar, F, fy
Ausgabe: orthogonale Beschreibung H(G) = {H(f) | f € F}

Facettenbeschreibung H(f):

im UZS geordnete Folge v. Kantenbeschreibungen (e, d, ) mit

> e ist Randkante von f
> § ist 0-1-Folge (0 = Rechtskmck 1 = Linksknick)

> «a ist Winkel € {Z, 7, 2, 21} zwischen e und Nachfolger ¢’

Beispielgraph G:
H (G); (%, &

H(f1) = ((e, 00, %), (e2, 0, 7). (€6, 00, 7))
H(f) = ((es, 000, 3 ), (es, 11, 5), (e3, 0, ), (e, 0, 5))
H(fo) = ((e1, 11, 3), (es, 111, ), (e, 8, ), (€3, 0, 7). (e2, 0, 2)

€1
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Orthogonale Beschreibung

Eingabe: G = (V, E) planar, F, fy
Ausgabe: orthogonale Beschreibung H(G) = {H(f) | f € F}

Facettenbeschreibung H(f):
im UZS geordnete Folge v. Kantenbeschreibungen (e, d, ) mit

> e ist Randkante von f
> § ist 0-1-Folge (0 = Rechtskmck 1 = Linksknick)

> «a ist Winkel € {Z, 7, 2, 21} zwischen e und Nachfolger ¢’

fo falsch rum!? Beispielgraph G:
H(G): TR () e
H(f) = ((e1,00, %), (&2, 0, 5), (es, 00, 7))

H(f.) = ((es, 000, 5 ), (es, 11, 3), (&3, 0, 7), (€4, 0, 5))
H(fo) = ((e1, 11, 5), (es,111, 3 ), (ea, 0, ), (&3, 0, 7), (€2, 0, 2)

€1
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Beispiel: Orthogonale Beschreibung

Aufgabe: Finde eine orthogonale Zeichnung von G
gemalB der orthogonalen Beschreibung H(G)!

Beispielgraph G

H(G): (o, & e;
H(fl) — ((61,00, 3%), (62, @, %), (66,00,7'(')) & e6<_;/ €4

H(f) = ((es, 000, 3 ), (es, 11, 5), (e3, 0, ), (e, 0, 5)) e5
H(fo) = ((e1,11, %), (es, 111, ), (ea, 0, 7), (€3, 0, 7), (€2, 0, 5))
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Beispiel: Orthogonale Beschreibung

Aufgabe: Finde eine orthogonale Zeichnung von G
gemalB der orthogonalen Beschreibung H(G)!

LOsung: 1 6 1
fo 0 O
1 (S €3 . €4 .
0 , N
o " 0
1 €q 1 f2
0 . Beispielgraph G
1 e 1 €3
H (G): . (o, & f
H(f.) = ((ez, 00, 3777) (e2,0, %), (e6,00, 7)) N 96@ es
H(%2) = ((es, 000, 7), (e, 11, 7), (€3, 0, 7), (&4, 0, 7)) =
H(f)) = ((e1, 11, 3), (es, 111, °F), (es, 0, ), (€3, 0, ), (e2, 0, 3))
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Beispiel: Orthogonale Beschreibung

Aufgabe: Finde eine orthogonale Zeichnung von G

gemalB der orthogonalen Beschreibung H(G)!
LOsung: f 1 €1

0 . Beispielgraph G
_ 1 €5 1 fy €2 <3
H(G): | (b, il
H(f1) = ((e1,00, =), (e2, 0, 5 ), (&6, 00, 7)) > €6
H(%2) = ((es,000, 7), (es, 11, 7), (€3, 0, 7), (es, 0, 7)) =
H(fo) = ((er, 11, 5), (es, 111, 57), (e, 0, ), (e3, 0, 7), (€2, 0, 3))
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Zulassige orthogonale Beschrelbungen

11) H(G) entspricht (F, fy).

1 61 1 fo
0 O|
1—0% 37rg €2 7 3 7: €4 .37r
03" 2 %F 3
0 i 0 £
1 €6 1 2
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Zulassige orthogonale Beschrelbungen

11) H(G) entspricht (F, fy).

12) Fiir gemeinsame Randkante {u, v} zweier Facetten f und g
mit (uv,d1,a1) € H(f) und (vu, d,, az) € H(g) gilt:
01 ist invertierte und umgedrehte Folge 05.

1 & 1 fo
0 O|
1—0% 37rg €2 7 3 7: €4 .37r
0 21" Z %F T 212
0 fl 0 £
1 €6 1 2
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Zulassige orthogonale Beschrelbungen

11) H(G) entspricht (F, fy).

12) Fiir gemeinsame Randkante {u, v} zweier Facetten f und g
mit (uv,d1,a1) € H(f) und (vu, d,, az) € H(g) gilt:
01 ist invertierte und umgedrehte Folge 05.

13) Seien |6|o und |6|; die Anzahlen Nullen bzw. Einsen in §.
Sei r = (e,0,a). Fiir C(r) :==|d]o — |01 +2 — a/F gilt:

g
4 fallsf=f 1 S 1 fo
o C(r) =4 . > 0to
re H(f) \_|_ sonst. 1 %W 3W%e27re37re4 3T
0 =] 5. 1TxTo gx 1z 2
2 . 2 (2 2
1
O 2 O f2
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Zulassige orthogonale Beschrelbungen

11) H(G) entspricht (F, fy).

12) Fiir gemeinsame Randkante {u, v} zweier Facetten f und g
mit (uv,d1,a1) € H(f) und (vu, d,, az) € H(g) gilt:
01 ist invertierte und umgedrehte Folge 05.

13) Seien |6|o und |6|; die Anzahlen Nullen bzw. Einsen in §.
Sei r = (e,0,a). Fiir C(r) :==|d]o — |01 +2 — a/F gilt:

.
—4 falls f=fh 1 1 fo
o C(r) =4 . . 010
reH(f) |+ sonst. 1 3 - 3W§ €7 €3 71 & o
0 Z| S5 1x% o0 q 1%
14) Fiir jeden Knoten v ist die ‘ o f S . ‘
Summe der anliegenden = & 1 P
Winkel gleich 2. 1o R ol1
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Erinnerung

Problem 2': Orthogonale Beschreibung
Gegeben Graph G = (V, E) mit Maximalgrad A < 4, kombi-

natorischer Einbettung F und duBerer Facette fy,

finde orthogonale Beschreibung H(G),
die (F, fy) erhdlt und minimale Knickanzahl hat.
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Erinnerung

Problem 2': Orthogonale Beschreibung
Gegeben Graph G = (V, E) mit Maximalgrad A < 4, kombi-

natorischer Einbettung F und duBerer Facette fy,

finde orthogonale Beschreibung H(G),
die (F, fy) erhdlt und minimale Knickanzahl hat.

Ansatz: Baue Flussnetzwerk!

> Wahrung = £5
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Erinnerung

Problem 2': Orthogonale Beschreibung
Gegeben Graph G = (V, E) mit Maximalgrad A < 4, kombi-

natorischer Einbettung F und duBerer Facette fy,
finde orthogonale Beschreibung H(G),
die (F, fy) erhdlt und minimale Knickanzahl hat.

Ansatz: Baue Flussnetzwerk!
> Wahrung = £5
> Knoten —< Facetten (# £% zur Facette)
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13 -

Erinnerung

Problem 2': Orthogonale Beschreibung
Gegeben Graph G = (V, E) mit Maximalgrad A < 4, kombi-

natorischer Einbettung F und duBerer Facette fy,
finde orthogonale Beschreibung H(G),
die (F, fy) erhdlt und minimale Knickanzahl hat.

Ansatz: Baue Flussnetzwerk!

> Wahrung = £5

> Knoten —< Facetten (# £% zur Facette)

> Facetten —< Nachbar-Facetten (# Knicke zum Nachbarn)

Alexander Wolff : Lehrstuhl fiir Informatik | : Universitat Wiirzburg




14 -1

Unser Flussnetzwerk N(G)

Definition Flussnetzwerk N(G) = ((V U F, A); I; u; b; cost)
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Unser Flussnetzwerk N(G)

Definition Flussnetzwerk N(G) = ((V U F, A); I; u; b; cost)
> A= {(v,fleer € V XF | v liegt zw. Kanten e, e auf 0f}
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Unser Flussnetzwerk N(G)

Definition Flussnetzwerk N(G) = ((V U F, A); I; u; b; cost)
> A= {(v,fleer € V XF | v liegt zw. Kanten e, e auf 0f}
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Unser Flussnetzwerk N(G)

Definition Flussnetzwerk N(G) = ((V U F, A); I; u; b; cost)
> A= {(v,fleer € V XF | v liegt zw. Kanten e, e auf 0f}
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Unser Flussnetzwerk N(G)

Definition Flussnetzwerk N(G) = ((V U F, A); I; u; b; cost)
> A= {(v,fleer € V XF | v liegt zw. Kanten e, e auf 0f}

gerichteter Multigraph!
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Unser Flussnetzwerk N(G)

Definition Flussnetzwerk N(G) = ((V U F, A); I; u; b; cost)
> A= {(v,fleer € V XF | v liegt zw. Kanten e, e auf 0f}
U{(f,g)e € F x F|f,g haben Kante e gemein}

gerichteter Multigraph!
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Unser Flussnetzwerk N(G)

Definition Flussnetzwerk N(G) = ((V U F, A); I; u; b; cost)
> A= {(v,fleer € V XF | v liegt zw. Kanten e, e auf 0f}
U{(f,g)e € F x F|f,g haben Kante e gemein}

gerichteter Multigraph!
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Unser Flussnetzwerk N(G)

Definition Flussnetzwerk N(G) = ((V U F, A); I; u; b; cost)
> A= {(v,fleer € V XF | v liegt zw. Kanten e, e auf 0f}
U{(f,g)e € F x F|f,g haben Kante e gemein}

gerichteter Multigraph!
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Unser Flussnetzwerk N(G)

Definition Flussnetzwerk N(G) = ((V U F, A); I; u; b; cost)
> A= {(v,fleer € V XF | v liegt zw. Kanten e, e auf 0f}
U{(f,g)e € F x F|f,g haben Kante e gemein}

> b(v) =4 firallev eV
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Unser Flussnetzwerk N(G)

Definition Flussnetzwerk N(G) = ((V U F, A); I; u; b; cost)
> A= {(v,fleer € V XF | v liegt zw. Kanten e, e auf 0f}
U{(f,g)e € F x F|f,g haben Kante e gemein}

> b(v) =4 firallev eV
(4 falls f = fo,

> b(f) = —2deg~(f) + {
( ) gG( ) \+4 sonst.
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Unser Flussnetzwerk N(G)

Definition Flussnetzwerk N(G) = ((V U F, A); I; u; b; cost)
> A= {(v,fleer € V XF | v liegt zw. Kanten e, e auf 0f}
U{(f,g)e € F x F|f,g haben Kante e gemein}

> b(v) =4 firallev eV
4 falls f=fy, Y =S b20

> b(f) = —2deg~(f) + {
( ) gG( ) \+4 sonst.
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Unser Flussnetzwerk N(G)

Definition Flussnetzwerk N(G) = ((V U F, A); I; u; b; cost)
> A= {(v,fleer € V XF | v liegt zw. Kanten e, e auf 0f}
U{(f,g)e € F x F|f,g haben Kante e gemein}

> b(v) =4 firallev eV
(4 fallsf=f 5 =S bh=0

> b(f) = —2degg(f) + 1 44 sonst. (Euler)
\
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Unser Flussnetzwerk N(G)

Definition Flussnetzwerk N(G) = ((V U F, A); I; u; b; cost)
> A= {(v,fleer € V XF | v liegt zw. Kanten e, e auf 0f}
U{(f,g)e € F x F|f,g haben Kante e gemein}

> b(v) =4 firallev eV
—4 fallsf =1,  => b=0
\+4 sonst.

/

> b(f) = —2degg(f) + 1 (Euler)

> fir alle vf € A:
fiur alle fg € A:
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Unser Flussnetzwerk N(G)

Definition Flussnetzwerk N(G) = ((V U F, A); I; u; b; cost)
> A= {(v,fleer € V XF | v liegt zw. Kanten e, e auf 0f}
U{(f,g)e € F x F|f,g haben Kante e gemein}

> b(v) =4 firallev eV
—4 fallsf =1,  => b=0
\+4 sonst.

/

> b(f) = —2degg(f) + 1 (Euler)

> fiir alle v € A1 I(vf) =1 4 =: u(vf)
fiur alle fg € A:
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Unser Flussnetzwerk N(G)

Definition Flussnetzwerk N(G) = ((V U F, A); I; u; b; cost)
> A= {(v,fleer € V XF | v liegt zw. Kanten e, e auf 0f}
U{(f,g)e € F x F|f,g haben Kante e gemein}

> b(v) =4 firallev eV

(4 falls f=fy, b =S p=0

> b(f) = —2degg(f) + 1 44 sonst. (Euler)
\

> fir alle vf € A: I(vf)
fiir alle fg € A: I(fg)

1
0
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Unser Flussnetzwerk N(G)

Definition Flussnetzwerk N(G) = ((V U F, A); I; u; b; cost)

> A= {(v,fleer € V XF | v liegt zw. Kanten e, e auf 0f}
U{(f,g)e € F x F|f,g haben Kante e gemein}

> b(v) =4 firalleveV

f—4 falls f = 1y, => b=0

+4  sonst. (Euler)

\

> fir alle vf € A: [(vf) =
fiir alle fg € A: I(fg)

cost(vf
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Unser Flussnetzwerk N(G)

Definition Flussnetzwerk N(G) = ((V U F, A); I; u; b; cost)

> A= {(v,f)eer € VX F|v liegt zw. Kanten e, &’ auf Of}
U{(f,g)e € F x F|f,g haben Kante e gemein}

> b(v) =4 firalleveV

(4 falls f=fy, b =S p=0

+4  sonst.

\

> fir alle vf € A: [(vf) =
fiir alle fg € A: I(fg)

cost(vf
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Wir modellieren nur

die Anzahl der Knicke.
Unser Flussnetzwerk N(G) Warum reicht das?

_|_L|_ a_—> Ubung
Definition Flussnetzwerk N(G) = ((V U F, A); I; u; b; cost)

> A= {(v,fleer € V XF | v liegt zw. Kanten e, e auf 0f}
U{(f,g)e € F x F|f,g haben Kante e gemein}

> b(v) =4 firallev eV

(4 fallsf=f 5 =S bh=0
+4  sonst.

\

> fir alle vf € A: [(vf): <

fir alle fg € A I(fg) =0 <
cost(vf) = 0
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Beispiel Flussnetzwerk

fo
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Beispiel Flussnetzwerk

fo
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Beispiel Flussnetzwerk

fo
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Beispiel Flussnetzwerk

fo

V3
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Beispiel Flussnetzwerk

fo
—14

O V3
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Beispiel Flussnetzwerk

fo
—14

O V3
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Beispiel Flussnetzwerk

fo
—14

O V3
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Beispiel Flussnetzwerk

fo
—14
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Beispiel Flussnetzwerk

fo

—14
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Beispiel Flussnetzwerk

fo

cost

D.h. Knick! - _f

(nach auBen)
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16 -1

Kernaussage 4 Korrektheit

[Tamassia'87]

Zu einem eben eingebetteten Graphen (G, F, fy) existiert eine

zul3ssige orthogonale Beschreibung H(G) mit k Knicken
< Flussnetzwerk N(G) hat Fluss X mit Kosten k.
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Kernaussage 4 Korrektheit

[Tamassia'87]

Zu einem eben eingebetteten Graphen (G, F, fy) existiert eine

zul3ssige orthogonale Beschreibung H(G) mit k Knicken
< Flussnetzwerk N(G) hat Fluss X mit Kosten k.

<: Geg.: Flussnetzwerk N(G), Fluss X mit Kosten k
Ges.: orthogonale Beschreibung H(G)
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Kernaussage 4 Korrektheit

[Tamassia'87]

Zu einem eben eingebetteten Graphen (G, F, fy) existiert eine

zul3ssige orthogonale Beschreibung H(G) mit k Knicken
< Flussnetzwerk N(G) hat Fluss X mit Kosten k.

<: Geg.: Flussnetzwerk N(G), Fluss X mit Kosten k
Ges.: orthogonale Beschreibung H(G)

(H4) Summe Winkel an Knoten 27 Ve
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Kernaussage 4 Korrektheit

[Tamassia'87]

Zu einem eben eingebetteten Graphen (G, F, fy) existiert eine

zul3ssige orthogonale Beschreibung H(G) mit k Knicken
< Flussnetzwerk N(G) hat Fluss X mit Kosten k.

<: Geg.: Flussnetzwerk N(G), Fluss X mit Kosten k
Ges.: orthogonale Beschreibung H(G)

(H2) Kantenbeschr. von anderer Seite invertiert + umgedreht v

(H4) Summe Winkel an Knoten 27 Ve
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Kernaussage 4 Korrektheit

[Tamassia'87]

Zu einem eben eingebetteten Graphen (G, F, fy) existiert eine

zul3ssige orthogonale Beschreibung H(G) mit k Knicken

< Flussnetzwerk N(G) hat Fluss X mit Kosten k.

<: Geg.: Flussnetzwerk N(G), Fluss X mit Kosten k
Ges.: orthogonale Beschreibung H(G)

(H1) H(G) entspricht F, f v
(H2) Kantenbeschr. von anderer Seite invertiert + umgedreht v

(H4) Summe Winkel an Knoten 27 Ve
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Kernaussage 4 Korrektheit

[Tamassia'87]

Zu einem eben eingebetteten Graphen (G, F, fy) existiert eine

zul3ssige orthogonale Beschreibung H(G) mit k Knicken

< Flussnetzwerk N(G) hat Fluss X mit Kosten k.

<: Geg.: Flussnetzwerk N(G), Fluss X mit Kosten k
Ges.: orthogonale Beschreibung H(G)

H1) H(G) entspricht F, f v
H2) Kantenbeschr. von anderer Seite invertiert + umgedreht v

3) Winkelsumme an f: b(f) ohne gestreckte Winkel =4
H4) Summe Winkel an Knoten 27 _ S/ v
[Ubung]

N AN /N A/
|
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Kernaussage 4 Korrektheit

[Tamassia'87]

Zu einem eben eingebetteten Graphen (G, F, fy) existiert eine

zul3ssige orthogonale Beschreibung H(G) mit k Knicken
< Flussnetzwerk N(G) hat Fluss X mit Kosten k.
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Kernaussage 4 Korrektheit

[Tamassia'87]

Zu einem eben eingebetteten Graphen (G, F, fy) existiert eine

zul3ssige orthogonale Beschreibung H(G) mit k Knicken
< Flussnetzwerk N(G) hat Fluss X mit Kosten k.

= Geg.: orthogonale Beschreibung H(G)
Ges.: Flussnetzwerk N(G), Fluss X mit Kosten k
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Kernaussage 4 Korrektheit

[Tamassia'87]

Zu einem eben eingebetteten Graphen (G, F, fy) existiert eine

zul3ssige orthogonale Beschreibung H(G) mit k Knicken
< Flussnetzwerk N(G) hat Fluss X mit Kosten k.

= Geg.: orthogonale Beschreibung H(G)
Ges.: Flussnetzwerk N(G), Fluss X mit Kosten k

(N1) X(vf)=1/2/3/4 v
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Kernaussage 4 Korrektheit

[Tamassia'87]

Zu einem eben eingebetteten Graphen (G, F, fy) existiert eine

zul3ssige orthogonale Beschreibung H(G) mit k Knicken
< Flussnetzwerk N(G) hat Fluss X mit Kosten k.

= Geg.: orthogonale Beschreibung H(G)
Ges.: Flussnetzwerk N(G), Fluss X mit Kosten k

(N1) X(vf)=1/2/3/4 v
(N2) X(fg) := |6¢40, (e, brg, x) Beschreibung v. e = fg fiir f v
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Kernaussage 4 Korrektheit

[Tamassia'87]

Zu einem eben eingebetteten Graphen (G, F, fy) existiert eine

zul3ssige orthogonale Beschreibung H(G) mit k Knicken
< Flussnetzwerk N(G) hat Fluss X mit Kosten k.

= Geg.: orthogonale Beschreibung H(G)
Ges.: Flussnetzwerk N(G), Fluss X mit Kosten k

(N1) X(vf)=1/2/3/4 v
(N2) X(fg) := |6¢40, (e, brg, x) Beschreibung v. e = fg fiir f v
(N3) Kapazititen v, Uberschuss-/Bedarfsdeckung

Alexander Wolff : Lehrstuhl fiir Informatik | : Universitat Wiirzburg



17 -6

Kernaussage 4 Korrektheit

[Tamassia'87]

Zu einem eben eingebetteten Graphen (G, F, fy) existiert eine

zul3ssige orthogonale Beschreibung H(G) mit k Knicken
< Flussnetzwerk N(G) hat Fluss X mit Kosten k.

= Geg.: orthogonale Beschreibung H(G)
Ges.: Flussnetzwerk N(G), Fluss X mit Kosten k

(N1) X(vf)=1/2/3/4 v
(N2) X(fg) := |6¢40, (e, brg, x) Beschreibung v. e = fg fiir f v
(N3) Kapazititen v, Uberschuss-/Bedarfsdeckung v
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Kernaussage 4 Korrektheit

[Tamassia'87]

Zu einem eben eingebetteten Graphen (G, F, fy) existiert eine

zul3ssige orthogonale Beschreibung H(G) mit k Knicken
< Flussnetzwerk N(G) hat Fluss X mit Kosten k.

= Geg.: orthogonale Beschreibung H(G)
Ges.: Flussnetzwerk N(G), Fluss X mit Kosten k

(N1) X(vf)=1/2/3/4 v

(N2) X(fg) := |6¢40, (e, brg, x) Beschreibung v. e = fg fiir f v
(N3) Kapazititen v, Uberschuss-/Bedarfsdeckung v

(N4) Kosten = k v
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Laufzeit:

Nutze Ganzzahligkeit (/,u,c), wenige Kanten,...
Kernaussage -

Satz. LEINESSERT

Zu einem eben eingebetteten Graphen (G, F, fy) existiert eine
zul3ssige orthogonale Beschreibung H(G) mit k Knicken

< Flussnetzwerk N(G) hat Fluss X mit Kosten k.

= Geg.: orthogonale Beschreibung H(G)
Ges.: Flussnetzwerk N(G), Fluss X mit Kosten k

(N1) X(vf)=1/2/3/4 v

(N2) X(fg) := |6¢40, (e, brg, x) Beschreibung v. e = fg fiir f v
(N3) Kapazititen v, Uberschuss-/Bedarfsdeckung v

(N4) Kosten = k v
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Kompaktifizierung

Problem: orthogonale Zeichnung zu orthogonaler Beschreibung

Gegeben planarer Graph G = (V,E) mit A < 4 und ortho-

gonaler Beschreibung H(G).
Finde orthogonale Zeichnung von G, die H(G) realisiert.
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Kompaktifizierung

Problem: orthogonale Zeichnung zu orthogonaler Beschreibung

Gegeben planarer Graph G = (V,E) mit A < 4 und ortho-

gonaler Beschreibung H(G).
Finde orthogonale Zeichnung von G, die H(G) realisiert.

Spezialfall: alle Facetten sind Rechtecke
= erlaubt Garantien: > minimale Gesamtkantenlange
> minimale Flache
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18 -

Kompaktifizierung

Problem: orthogonale Zeichnung zu orthogonaler Beschreibung

Gegeben planarer Graph G = (V,E) mit A < 4 und ortho-

gonaler Beschreibung H(G).
Finde orthogonale Zeichnung von G, die H(G) realisiert.

Spezialfall: alle Facetten sind Rechtecke
= erlaubt Garantien: > minimale Gesamtkantenlange
> minimale Flache

> Knicke sind aullen
> gegeniiberliegende Seiten gleich lang = Layout ok
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Flussnetzwerk Langenzuweisung

Definition Flussnetzwerk Nhor = ((Vhor, Anor); I; u; b; cost)

Vhor = F

> Anor = {(f,g) | f, g besitzen gemeinsames horizontales
Kantensegment und f liegt unterhalb von g}

> [=1
> U=o0
> cost =1
b=0
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Flussnetzwerk Langenzuweisung

Definition Flussnetzwerk Nhor = ((Vhor, Anor); I; u; b; cost)

Vhor = F

> Anor = {(f,g) | f, g besitzen gemeinsames horizontales
Kantensegment und f liegt unterhalb von g}

> [=1
> U=o0
> cost =1
b=0
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Flussnetzwerk Langenzuweisung

Definition Flussnetzwerk Nhor = ((Vhor, Anor); I; u; b; cost)

Vhor = F

> Anor = {(f,g) | f, g besitzen gemeinsames horizontales
Kantensegment und f liegt unterhalb von g}

> [=1
> U=00
> cost =1 ~
b=0
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Flussnetzwerk Langenzuweisung

Definition Flussnetzwerk Nhor = ((Vhor, Anor); I; u; b; cost)

Vhor = F

> Anor = {(f,g) | f, g besitzen gemeinsames horizontales
Kantensegment und f liegt unterhalb von g}

> [=1
> U=o0 /

> cost =1 A
b=0
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Flussnetzwerk Langenzuweisung

19 -

Definition Flussnetzwerk Nhor = ((Vhor, Anor); I; u; b; cost)

Vhor = F

> [=1
> U=00
> cost =1
b=0

Alexander Wolff

> Anor = {(f,g) | f, g besitzen gemeinsames horizontales
Kantensegment und f liegt unterhalb von g}

{

7~

(
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Flussnetzwerk Langenzuweisung

Definition Flussnetzwerk Nyer = (( Vier, Aver); I; u; b; cost)

Vver —

> Aver = {(f,g) | f, g besitzen gemeinsames vertikales
Kantensegment und f liegt links von g}

> [=1
> U=00
> cost =1
b=0
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Flussnetzwerk Langenzuweisung

Definition Flussnetzwerk Nyer = (( Vier, Aver); I; u; b; cost)

Vver —

> Aver = {(f,g) | f, g besitzen gemeinsames vertikales
Kantensegment und f liegt links von g}

> [ =1
> U=0

> Zo;t OE 1 <""\>
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Flussnetzwerk Langenzuweisung

Definition Flussnetzwerk Nyer = (( Vier, Aver); I; u; b; cost)

Vver —

> Aver = {(f,g) | f, g besitzen gemeinsames vertikales
Kantensegment und f liegt links von g}

> [=1
> U=00
> cost =1
b=0

>

<
P
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Optimal bei Rechtecken

Min-Cost-Fliusse fir Nno, und N, liefern:

1. X Fluss < entspr. Kantenlangen induzieren orth. Zeichnung
2. | X(Nhor)| = Hohe, | X(Nyer)| = Breite
3. cost(X(Nhor)) 4 cost(X(Ner)) = Gesamtkantenlange

NVEI’

N
3
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Verfeinerung von (G, H) — innere Facette
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Verfeinerung von (G, H) — innere Facette

€14

® ®
N
corner(e)
€15 f ®
e
< next(e) 5 & ers
¢ €p €10
€1 €e11
®
€2 €12
€3
€7
€4
€5
€6 ¢
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Verfeinerung von (G, H) — innere Facette

10 €14 ol
—1 —1
e1s @ — N
€13
® - 1 —1
1 €p €10
€1 €11
1 _
€2 L 1 €12 °1
€3
1 €7
€4 -1
€5
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Verfeinerung von (G, H) — innere Facette

10 €14 ol
—1 —1
€15 @ ® &
1 ) & €13
1® €0 €10 —1
€1 €11
1 _
€2 L 1 €12 °1
€3
- —1 °r front(e
z 0)
e5 4 ‘\/
1 €6 ®1
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Verfeinerung von (G, H) — innere Facette

le c14 ol
e @ 1 - 1T~ extend(ep)
1 ) €9 €13
1° =0 ol | & . — project(eo)
ei €2 —1 1l €12 |
1 €7
. o1 vfront(eg)
1 €6 °1
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Verfeinerung von (G, H) — innere Facette

1 c14 ol
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Verfeinerung von (G, H) — innere Facette

1 c14 ol
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Verfeinerung von (G, H) — innere Facette

1 c14 ol
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Verfeinerung von (G, H) — innere Facette

1 14, ol
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Verfeinerung von (G, H) — innere Facette
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Verfeinerung von (G, H) — innere Facette
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Verfeinerung von (G, H) — innere Facette
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Verfeinerung von (G, H) — duBere Facette
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Verfeinerung von (G, H) — duBere Facette
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Verfeinerung von (G, H) — duBere Facette
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Verfeinerung von (G, H) — duBere Facette
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Verfeinerung von (G, H) — duBere Facette

Alexander Wolff : Lehrstuhl fiir Informatik | : Universitat Wiirzburg



23 -6

Verfeinerung von (G, H) — duBere Facette
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Verfeinerung von (G, H) — duBere Facette
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Verfeinerung von (G, H) — duBere Facette
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Verfeinerung von (G, H) — duBere Facette
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Verfeinerung von (G, H) — duBere Facette
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Verfeinerung von (G, H) — duBere Facette
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Verfeinerung von (G, H) — duBere Facette
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Verfeinerung von (G, H) — duBere Facette
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Verfeinerung von (G, H) — duBere Facette

Flachenminimal?
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Verfeinerung von (G, H) — duBere Facette

Flachenminimal?
Nein!
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Zusammentassung Knickminimierung

> Knickminimierung bei fester Einbettung

mittels Flussmodellierung
> optimale Kompaktierung fiir rechteckige Facetten
> Erweiterung auf allgemeinen Fall nicht mehr optimal
> Kompaktierung 1.A. NP-schwer
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Zusammentassung Knickminimierung

> Knickminimierung bei fester Einbettung

mittels Flussmodellierung
> optimale Kompaktierung fiir rechteckige Facetten
> Erweiterung auf allgemeinen Fall nicht mehr optimal
> Kompaktierung 1.A. NP-schwer

Mogliche Erweiterungen
> Knotengrad > 4
>> Inicht-planare Graphen

G
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Zusammentassung Knickminimierung

> Knickminimierung bei fester Einbettung

mittels Flussmodellierung
> optimale Kompaktierung fiir rechteckige Facetten
> Erweiterung auf allgemeinen Fall nicht mehr optimal
> Kompaktierung i.A. NP-schwer

Mogliche Erweiterungen
> Knotengrad > 4
>> Inicht-planare Graphen

G
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Kompaktierung ist NP-schwer [Patrignani '01]

> Reduktion von SAT
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Kompaktierung ist NP-schwer [Patrignani '01]

> Reduktion von SAT

> n Variablen x¢, ..., x,

> m Klauseln Gy, ..., Gy

> Klausel: Disjunktion von Literalen x;/X;
zB.: (1 =x1 VXV Xx3

> Ist @ =CG AN G A--- A C,y, erfiillbar, d.h. gibt es eine
Belegung der Variablen, die alle Klauseln erfiillt?
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Kompaktierung ist NP-schwer [Patrignani '01]

> Reduktion von SAT

> n Variablen x¢, ..., x,

> m Klauseln Gy, ..., Gy

> Klausel: Disjunktion von Literalen x;/X;
zB.: (1 =x1 VXV Xx3

> Ist @ =CG AN G A--- A C,y, erfiillbar, d.h. gibt es eine
Belegung der Variablen, die alle Klauseln erfiillt?

> Bestimme geeigneten Wert K.
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Kompaktierung ist NP-schwer [Patrignani '01]

> Reduktion von SAT

> n Variablen x¢, ..., x,

> m Klauseln Gy, ..., Gy

> Klausel: Disjunktion von Literalen x;/X;
zB.: (1 =x1 VXV Xx3

> Ist @ =CG AN G A--- A C,y, erfiillbar, d.h. gibt es eine
Belegung der Variablen, die alle Klauseln erfiillt?

> Bestimme geeigneten Wert K.

> (G, H) lasst sich in Flache K zeichnen < @ erfiillbar.
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Kompaktierung ist NP-schwer [Patrignani "01]

> Grobstruktur von (G, H)
> Begrenzung
> Girtel
> Klauselgadgets
> Variablengadgets
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Begrenzung, Giirtel, Kolbengadget

| (w x h)-Rechteck h
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Begrenzung, Giirtel, Kolbengadget
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Begrenzung, Giirtel, Kolbengadget
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Begrenzung, Giirtel, Kolbengadget
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__Begrenzung, Giirtel, Kolbengadget
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__Begrenzung, Giirtel, Kolbengadget
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Begrenzung, Giirtel, Kolbengadget

b ] 5] |
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__Begrenzung, Giirtel, Kolbengadget
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Klauselgadgets
X1 X2 X4 X5
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Klauselgadgets
X1

Beispiel:
Ci=xVXq

C2 — X1 V X2 \/X_3
C3 — Xp

C4 :X4\/X_5

ik

X X fl
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Klauselgadgets
X1

Beispiel:
Ci=xVXq

C2 — X1 V X2 \/X_3
C3 — Xp

C4 :X4\/X_5

ik

X X fl
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Klauselgadgets
X1

Beispiel:
Ci=xVXq

C2 — X1 V X2 \/X_3
C3 — Xp

C4 = X4 V Xg

...... I ol Ll ala s %m@

] ] X X 0

lege (2n — 1)-A-Kette

: - | - durch jede Klausel
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Klauselgadgets

X1 X2 X3 X4 X5

Beispiel:
Ci=xVXq

C2 — X1 V X2 \/X_3
C3 — Xp

C4 = X4 V Xg

ik

X X 0

i lege (2n — 1)-A-Kette
: - | durch jede Klausel
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Klauselgadgets

Beispiel:
Ci=xVXq

C2 — X1 V X2 V X_3
(3 = x5

C4:X4\/X_5

ik

lege (2n @-A— Kette

durch jede Klausel
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Komplette Reduktion

Om+ 7
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Komplette Reduktion

Setze
K=(9n+2)-(9m+7)

Om+ 7
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Komplette Reduktion

Setze
K=(9n+2)-(9m+7)

Om+ 7

Dann gilt:

(G, H) auf Flache K
zeichenbar

<~
® erfullbar
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