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— Gewichteter und ungewichteter Fall

— Gerichteter und ungerichteter Fall

/.B. fiir einen ungewichteter und ungerichteter Graphen G:

Fiir einen Knoten v liefert BFS(G, v) — bis zur ersten
Nicht-Baumkante — einen kiirzesten Kreis C, durch v.

Der kiirzeste der Kreise in der Menge {C, | v € V'} ist ein
kiirzester Kreis in G.

Laufzeit: O(V?) — Warum??
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Minimales durchschnittliches Kantengewicht

Sei G = (V, E) ein gerichteter Graph mit beliebigen
Kantengewichten w: E — R. Sei n=|V/|.

Fiir einen gerichteten Kreis C = (e, e, ..., €k) sel

sein durchschnittliches Kantengewicht.

pr=pu(C) =3
Sei C die Menge aller gerichteter Kreise in G und

p* = min u(C)

das minimale durchschnittliche Kantengewicht
eines Kreises (minimum mean cycle weight).
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Wir suchen also einen Kreis C* mit u(C*) = u*, d.h. einen
Kreis mit minimalem durchschnittlichem Kantengewicht.

MinMeanCycleBruteForce(DirectedWeightedGraph G, w)
Hmin — OO

return C’

Laufzeit? Mindestens exponentiell in |V| :-(
héchstens exponentiell in |E|
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Vorbereitungen

Wir nehmen an, dass G stark zusammenhangend ist, d.h. es
gibt fiir jedes Knotenpaar (u, v) einen gerichteten u-v-Weg.

Ansonsten zerlegen wir G in seine starken Zusammenhangs-
komponenten ( wie?*) und betrachten jede separat.

— 4
Sei s ein beliebiger Knoten von G. gii

@60>9

Sei d(s, v) das Gewicht eines kiirzesten (leichtesten) s-v-Wegs.

Fir k=0,...,n— 1 sei d,(s, v) das Gewicht eines kiirzesten
s-v-Wegs, der aus genau k Kanten besteht (sonst o).
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Sei C ein Kreis mit Gewicht 0. Seien u, v Knoten auf C.
Sei x das Gewicht des Wegs von u nach v auf C.

u

e

—X X w(C) =0
v

Zeige: O(s,v) =0(s, u) + x.



Schritt Il

Sei C ein Kreis mit Gewicht 0. Seien u, v Knoten auf C.
Sei x das Gewicht des Wegs von u nach v auf C.

w(C)=0

Zeige: O(s,v) =0(s, u) + x.



Schritt Il

Sei C ein Kreis mit Gewicht 0. Seien u, v Knoten auf C.
Sei x das Gewicht des Wegs von u nach v auf C.

Zeige: O(s,v) =0d(s, u) + x.
Klar: (s, v) < (s, u) + x.




Schritt Il

Sei C ein Kreis mit Gewicht 0. Seien u, v Knoten auf C.
Sei x das Gewicht des Wegs von u nach v auf C.

w(C)=0

Zeige: O(s,v) =0d(s, u) + x.
Klar: (s, v) < (s, u) + x.

Aber warum kann es keinen kiirzeren Weg von s nach v geben?




Schritt Il

Sei C ein Kreis mit Gewicht 0. Seien u, v Knoten auf C.
Sei x das Gewicht des Wegs von u nach v auf C.

w(C)=0

Zeige: O(s,v) =0d(s, u) + x.
Klar: (s, v) < (s, u) + x.

Aber warum kann es keinen kiirzeren Weg von s nach v geben?

Angenommen, es galte 6(s, v) < d(s, u) + x.



Schritt Il

Sei C ein Kreis mit Gewicht 0. Seien u, v Knoten auf C.
Sei x das Gewicht des Wegs von u nach v auf C.

w(C)=0

Zeige: O(s,v) =0d(s, u) + x.
Klar: (s, v) < (s, u) + x.

Aber warum kann es keinen kiirzeren Weg von s nach v geben?

Angenommen, es galte 6(s, v) < d(s, u) + x.
= I(s,v) —x < (s, u)



Schritt Il

Sei C ein Kreis mit Gewicht 0. Seien u, v Knoten auf C.
Sei x das Gewicht des Wegs von u nach v auf C.

o(s, u)

X w(C)=0

o(s, v)

Zeige: O(s,v) =0d(s, u) + x.
Klar: (s, v) < (s, u) + x.

Aber warum kann es keinen kiirzeren Weg von s nach v geben?

Angenommen, es galte 6(s, v) < d(s, u) + x.
= I(s,v) —x < (s, u)



Schritt Il

Sei C ein Kreis mit Gewicht 0. Seien u, v Knoten auf C.
Sei x das Gewicht des Wegs von u nach v auf C.

o(s, u)

X w(C)=0

o(s, v)

Zeige: O(s,v) =0d(s, u) + x.
Klar: (s, v) < (s, u) + x.

Aber warum kann es keinen kiirzeren Weg von s nach v geben?

Angenommen, es galte 6(s, v) < d(s, u) + x.
= I(s,v) —x < (s, u) %



Schritt Il

Sei C ein Kreis mit Gewicht 0. Seien u, v Knoten auf C.
Sei x das Gewicht des Wegs von u nach v auf C.

o(s, u)

X w(C)=0

o(s, v)

Zeige: O(s,v) =0d(s, u) + x.
Klar: (s, v) < (s, u) + x.

Aber warum kann es keinen kiirzeren Weg von s nach v geben?

Angenommen, es galte 6(s, v) < d(s, u) + x.
= I(s,v) —x < (s, u) % zur Def. von 4.




Schritt IV

Leige:
Falls 4* = 0, dann gibt es einen Knoten v auf dem Kreis C™,
so dass
e on(s, v) — dk(s, v) _0
0<k<n—1 n— k
S
o

w(C*)=0




Schritt IV

Leige:
Falls 4* = 0, dann gibt es einen Knoten v auf dem Kreis C™,
so dass
5n ' T 5 '
max (5. v) (s, v) = 0.
0<k<n—1 n— k
Bestimme
v e C™:
X gehe von s

® * \___
w(C*)=0 aus n Kanten




Schritt IV

Leige:
Falls 4* = 0, dann gibt es einen Knoten v auf dem Kreis C™,
so dass
e on(s, v) — dk(s, v) _0
0<k<n—1 n— k
5(s, C*) Bestimme

5.\/-*. Vﬁ C*:
W(C*):O gene von s

I Kanten aus n Kanten




Schritt IV

Leige:
Falls 4* = 0, dann gibt es einen Knoten v auf dem Kreis C™,
so dass
e on(s, v) — dk(s, v) _0
0<k<n—1 n— k
* Bestimme
o(s, €7) v e C™:

X gehe von s

i Kanten (w(C*)=0 aus n Kanten




Schritt IV

Leige:
Falls 4* = 0, dann gibt es einen Knoten v auf dem Kreis C™,
so dass
e on(s, v) — dk(s, v) _0
0<k<n—1 n— k
* Bestimme
o(s, €7) v e C™:
X gehe von s

I Kanten

aus n Kanten

n — | Kanten




Schritt IV

Leige:
Falls 4* = 0, dann gibt es einen Knoten v auf dem Kreis C™,
so dass
e on(s, v) — dk(s, v) _ 5
0<k<n—1 n— k
* Bestimme
o(s, €7) v e C™:
X gehe von s

I Kanten

aus n Kanten

n — | Kanten




Schritt IV

Leige:
Falls 4* = 0, dann gibt es einen Knoten v auf dem Kreis C™,
so dass
5[7 ' T 5 '
max (5. v) (s, v) = 0.
0<k<n—1 n— k
Bestimme Schritt I fir dieses v:
5(5’ C*) v € C*: = n(s, v) = d(s, v).
X gehe von s

I Kanten aus n Kanten

n — | Kanten




Schritt IV

Leige:
Falls 4* = 0, dann gibt es einen Knoten v auf dem Kreis C™,
so dass
e on(s, v) — dk(s, v) _0
0<k<n—1 n— k

Bestimme Schritt Il fiir dieses v:
veC™ = 0n(s, v) = 4(s, v).

gehevon's | _ ;5 (5 )<, (s v) 1!
aus n Kanten

o(s, C*)

I Kanten

n — | Kanten




Schritt IV

Leige:
Falls 4* = 0, dann gibt es einen Knoten v auf dem Kreis C™,
so dass
5” ' T '
e (s, v) — dk(s, v) _0
0<k<n—1 n— k
Bestimme Schritt I fir dieses v:
5(5’ C*) v € C*: = n(s, v) = d(s, v).

gehevon's | 5 (5 )< (s, v) !
aus n Kanten

I Kanten Aber fiir welches k gilt

n — i Kanten On(s, v) = Ok(s, v)?




Schritt IV

Falls ©* = 0, dann gilt fiir jeden Knoten v
on(s, v) — dk(s, v)

max > 0.
0<k<n—1 n—k
Leige:
Falls 4* = 0, dann gibt es einen Knoten v auf dem Kreis C™,
so dass
5” ' T 5 '
max (s.v) (s, v) = 0.
0<k<n—1 n— k
Bestimme Schritt Il fir dieses v:
< o(s, €) v € C*: = n(s, v) = d(s, v).
gehevon's | — 5 (s )< g,(sv)

I Kanten aus n Kanten

n — | Kanten

Aber fiir welches k gilt
on(s,v) = dk(s, v)?

z.B. k =n—|C*|, denn

w(C*) =0 und |C*| < n.



Schritt V

Falls 4 = 0, dann gilt fiir jeden Knoten v
on(s, v) — dk(s, v)

max > 0.
0<k<n—1 n— k

Falls ©* = 0, dann gibt es einen Knoten v auf dem Kreis C*,

so dass
. on(s, v) — dk(s, v) N

0<k<n—1 n—k

0.

Leige:
Falls ©* = 0, dann

min  max On(s, V) — Ok(s, v) —

?
veV 0<k<n—1 n—k )

10 -



Schritt V

Falls 4 = 0, dann gilt fiir jeden Knoten v
on(s, v) — dk(s, v)

max > 0.
0<k<n—1 n— k

Falls ©* = 0, dann gibt es einen Knoten v auf dem Kreis C*,

so dass
. on(s, v) — dk(s, v) _0
0<k<n—1 n—k
Leige:
Falls ©* = 0, dann
min  max On(s, v) = O(s, v) = 0.

veV 0<k<n—1 n—k

10 -



Schritt V

Falls ©* = 0, dann gilt fiir jeden Knoten v
on(s, v) — dk(s, v)

max > 0.
0<k<n—1 n— k

Falls ©* = 0, dann gibt es einen Knoten v auf dem Kreis C*,

so dass
. on(s, v) — dk(s, v) N

0<k<n—1 n—k

0.

Leige:
Falls ©* = 0, dann

_ on(s,v) — dk(s, v)
min  max —
veV 0<k<n—1 n—k

0.
Klar. ..

10 -



Schritt VI

Leige:
Falls wir eine Konstante t zum Gewicht jeder Kante von G
addieren, dann steigt 4~ um t.

11 -



Schritt VI

Leige:
Falls wir eine Konstante t zum Gewicht jeder Kante von G
addieren, dann steigt 4~ um t.

Zeige damit, dass

? 5n ! T 5 '
©* = min  max (5.v) = k(s V).
veV 0<k<n-—1 n— k

11 -



Schritt VI

Leige:
Falls wir eine Konstante t zum Gewicht jeder Kante von G
addieren, dann steigt 4~ um t.

Zeige damit, dass

7 5n ! T 5 '
©* = min  max (5.v) = k(s V).
veV 0<k<n-—1 n— k

\ J/
N

Zeige: Steigt auch um t, wenn alle Gew. um t erhoht werden.

11 -



Schritt VI

Leige:
Falls wir eine Konstante t zum Gewicht jeder Kante von G
addieren, dann steigt 4~ um t.

Zeige damit, dass

e N
? dn(s, v) — di(s,
©* = min  max (s V) = k(s V).
veV 0<k<n—1 n—k

\ J/
N

Zeige: Steigt auch um t, wenn alle Gew. um t erhoht werden.

11 -



Schritt VI

Leige:
Falls wir eine Konstante t zum Gewicht jeder Kante von G
addieren, dann steigt 4~ um t.

Zeige damit, dass +nt
? ) 0
1* = min  max (V) = Ok(s, V).
veV 0<k<n—1 n— k

\ J/
N

Zeige: Steigt auch um t, wenn alle Gew. um t erhoht werden.

11 -



Schritt VI

Leige:
Falls wir eine Konstante t zum Gewicht jeder Kante von G
addieren, dann steigt 4~ um t.

Zeige damit, dass +nt
? ) )
1* = min  max (V) = Ok(s, V).
veV 0<k<n—1 n— k

\ J/
N

Zeige: Steigt auch um t, wenn alle Gew. um t erhoht werden.

11 -



Schritt VI

Leige:
Falls wir eine Konstante t zum Gewicht jeder Kante von G
addieren, dann steigt 4~ um t.

/eige damit, dass +nt 4kt
7 0 0
©* = min  max (s V) = 0kls, V).
veV 0<k<n—1 n—k

\ J/
N

Zeige: Steigt auch um t, wenn alle Gew. um t erhoht werden.

11 -



Schritt VI

Leige:
Falls wir eine Konstante t zum Gewicht jeder Kante von G
addieren, dann steigt 4~ um t.

A

Zeige damit, dass " 4nt Tkt
P e e
? 5n y T 5 '
,U* = min max (S V) k(s V).
veV 0<k<n—1 n—k

\ J/
NS

Zeige: Steigt auch um t, wenn alle Gew. um t erhoht werden.

11 -



Schritt VI

Leige:
Falls wir eine Konstante t zum Gewicht jeder Kante von G
addieren, dann steigt 4~ um t. _ nt—kt
Y on—k T
Zeige damit, dass " nt - +kt
—l—
. d.(s, v) — di(s, v
©* = min  max n(s: V) = Ok )
veV 0<k<n-—1 n—k

Leige:

\ J/

NS

Steigt auch um t, wenn alle Gew. um t erhoht werden.

11 -



11 -

Schritt VI

Leige:
Falls wir eine Konstante t zum Gewicht jeder Kante von G

addieren, dann steigt 4~ um t. nt—kt
T on—k T +t
Zeige damit, dass " nt - +kt
—l—
. d.(s, v) — di(s, v
©* = min  max n(s: V) = Ok )
veV 0<k<n—1 n—k

\ . J/
NS

/Zeige: Steigt auch um t, wenn alle Gew. um t erhoht werden\/



11 -

Schritt VI

Leige:
Falls wir eine Konstante t zum Gewicht jeder Kante von G

addieren, dann steigt 4~ um t. nt—kt
o n—k _l_t
Zeige damit, dass " nt - +kt
T
? dn(s, v) — dk(s, v)
. x| . ’ ' .
at) =W |=min o2 | = A1)

\ . J/
NS

/Zeige: Steigt auch um t, wenn alle Gew. um t erhoht werden\/



11 -

Schritt VI

Leige:
Falls wir eine Konstante t zum Gewicht jeder Kante von G

addieren, dann steigt 4~ um t. nt—kt
o n—k _l_t
Zeige damit, dass " nt - +kt
T
? dn(s, v) — dk(s, v)
. x| . ’ ' .
at) =W |=min o2 | = A1)

\ . J/
NS

/Zeige: Steigt auch um t, wenn alle Gew. um t erhoht werden\/
Also:



11 -

Schritt VI

Leige:
Falls wir eine Konstante t zum Gewicht jeder Kante von G

addieren, dann steigt 4~ um t. nt—kt
o n—k _l_t
Zeige damit, dass " nt - +kt
T
? dn(s, v) — dk(s, v)
. x| . ’ ' .
at) =W |=min o2 | = A1)

\ . J/
NS

/Zeige: Steigt auch um t, wenn alle Gew. um t erhoht werden\/

Also:  « und 5 sind lineare Fkt. in t



11 -

Schritt VI

Leige:
Falls wir eine Konstante t zum Gewicht jeder Kante von G

addieren, dann steigt 4~ um t. nt—kt
o n—k _l_t
Zeige damit, dass " nt - +kt
T
? dn(s, v) — dk(s, v)
. x| . ’ ' .
at) =W |=min o2 | = A1)

\ . J/
NS

Zeige: Steigt auch um t, wenn alle Gew. um t erhoht werden.
Also:  « und (8 sind lineare Fkt. in t mita( ) =p0( )




11 -

Schritt VI

(**)

Leige:
Falls wir eine Konstante t zum Gewicht jeder Kante von G
addieren, dann steigt 4~ um t. nt—kt _ 4
T on—k

/eige damit, dass " 4nt - 4kt

? On(s, v) — dk(s, v)

. x| | n\> — Uk\ = .

C\{(t) = [H TV ogr/pga?;(—l n—k o ﬁ(t)

N _J
V

Zeige: Steigt auch um t, wenn alle Gew. um t erh6ht werden.

Also:  «a und 3 sind lineare Fkt. in t mit af ) = B( )
(**)



11 -

Schritt VI

(**)

Leige:
Falls wir eine Konstante t zum Gewicht jeder Kante von G
addieren, dann steigt 4~ um t. nt—kt _ 4
T on—k

/eige damit, dass " 4nt - 4kt

? On(s, v) — dk(s, v)

. x| | n\> — Uk\ = .

C\{(t) = [H TV ogr/pga?;(—l n—k o ﬁ(t)

\ . J/
NS

Zeige: Steigt auch um t, wenn alle Gew. um t erh6ht werden.

Also:  « und (3 sind lineare Fkt. in t mit a(—p*) iﬁ(—,u*)



11 -

Schritt VI

(**)

Leige:
Falls wir eine Konstante t zum Gewicht jeder Kante von G
addieren, dann steigt 4~ um t.

okt = 4
/eige damit, dass " nt - 4kt
! On(s, v) = dk(s. v)
o <. n\S, V) —0k\S,V .
oft) =Sy o pex, = | = A()

\ . J/
NS

Zeige: Steigt auch um t, wenn alle Gew. um t erhoht werden.

Also:  « und ( sind lineare Fkt. in t mit a(— ,u*) = 6( w*)
und Steigung 1



11 -

Schritt VI

(**)

Leige:
Falls wir eine Konstante t zum Gewicht jeder Kante von G
addieren, dann steigt 4~ um t. _ nt—kt
o n—k _l_t
Zeige damit, dass " nt - +kt

T

‘K! _ on(s, v) — dk(s, v) ﬁ(t)

.- .l B -
Oé(t) [P TRV OSTSa?I(—]. n—k o

\ . J/
NS

Zeige: Steigt auch um t, wenn alle Gew. um t erhoht werden.

Also:  « und ( sind lineare Fkt. in t mit a(— ,u*) = 6( w*)
und Steigung 1 = o = 0.




Schritt VII

|

[arp, 19I78]
Satz. Ein Kreis C* mit kleinstem durchschnittlichen Kantenge-
wicht (u(C*) = p*) lasst sich in O(V E) Zeit berechnen.

12 -



Schritt VII

[Karp, 1L7g]
Satz. Ein Kreis C* mit kleinstem durchschnittlichen Kantenge-
wicht (u(C*) = p*) lasst sich in O(V E) Zeit berechnen.

Gib einen Algorithmus an, der u* in O(V E) Zeit berechnet:

12 -



Schritt VII

[Karp, 19723]
Satz. Ein Kreis C* mit kleinstem durchschnittlichen Kantenge-
wicht (u(C*) = p*) lasst sich in O(V E) Zeit berechnen.

Gib einen Algorithmus an, der u* in O(V E) Zeit berechnet:

e Setze dy(s,s) = 0 und setze dp(s, v) = oo.

12 -



12 -

Schritt VII

[Karp, 1978]
Satz. Ein Kreis C* mit kleinstem durchschnittlichen Kantenge-
wicht (u(C*) = p*) lasst sich in O(V E) Zeit berechnen.

Gib einen Algorithmus an, der u* in O(V E) Zeit berechnet:
e Setze Jp(s,s) =0 und setze dg(s, v) = o0.

o Firk=1,..., n—1und v € V, berechne



Schritt VII

[Karp, 1978]
Satz. Ein Kreis C* mit kleinstem durchschnittlichen Kantenge-
wicht (u(C*) = p*) lasst sich in O(V E) Zeit berechnen.

Gib einen Algorithmus an, der u* in O(V E) Zeit berechnet:
e Setze dy(s,s) = 0 und setze dp(s, v) = oo.
o Firk=1,..., n—1und v € V, berechne

ok(s,v) = mir):_ Ok—1(s, u) + w(u, v).
uve

12 -



Schritt VII

[Karp, 1978]
Satz. Ein Kreis C* mit kleinstem durchschnittlichen Kantenge-
wicht (u(C*) = p*) lasst sich in O(V E) Zeit berechnen.

Gib einen Algorithmus an, der u* in O(V E) Zeit berechnet:
e Setze dy(s,s) = 0 und setze dp(s, v) = oo.
o Firk=1,..., n—1und v € V, berechne

ok(s,v) = mir):_ Ok—1(s, u) + w(u, v).
uve

12 -



Schritt VII

[Karp, 1978]
Satz. Ein Kreis C* mit kleinstem durchschnittlichen Kantenge-
wicht (u(C*) = p*) lasst sich in O(V E) Zeit berechnen.

Gib einen Algorithmus an, der u* in O(V E) Zeit berechnet:
e Setze dy(s,s) = 0 und setze dp(s, v) = oo.
o Firk=1,..., n—1und v € V, berechne

ok(s,v) = mir):_ Ok—1(s, u) + w(u, v).
uve

12 -



Schritt VII

[Karp, 1978]
Satz. Ein Kreis C* mit kleinstem durchschnittlichen Kantenge-
wicht (u(C*) = p*) lasst sich in O(V E) Zeit berechnen.

Gib einen Algorithmus an, der u* in O(V E) Zeit berechnet:
e Setze dy(s,s) = 0 und setze dp(s, v) = oo.
o Firk=1,..., n—1und v € V, berechne

ok(s,v) = mir):_ Ok—1(s, u) + w(u, v).
uve

12 -



Schritt VII

[Karp, 1978]
Satz. Ein Kreis C* mit kleinstem durchschnittlichen Kantenge-
wicht (u(C*) = p*) lasst sich in O(V E) Zeit berechnen.

Gib einen Algorithmus an, der u* in O(V E) Zeit berechnet:
e Setze dy(s,s) = 0 und setze dp(s, v) = oo.
o Firk=1,..., n—1und v € V, berechne

ok(s,v) = mir):_ Ok—1(s, u) + w(u, v).
uve

12 -



Schritt VII

(***)

[Karp, 1978]
Satz. Ein Kreis C* mit kleinstem durchschnittlichen Kantenge-
wicht (u(C*) = p*) lasst sich in O(V E) Zeit berechnen.

Gib einen Algorithmus an, der u* in O(V E) Zeit berechnet:
e Setze dy(s,s) = 0 und setze dp(s, v) = oo.
o Firk=1,..., n—1und v € V, berechne

ok(s,v) = mir):_ Ok—1(s, u) + w(u, v).
uve

e Berechne pu* nach (***)

12 -



Schritt VII

(***)

[Karp, 1978]
Satz. Ein Kreis C* mit kleinstem durchschnittlichen Kantenge-
wicht (u(C*) = p*) lasst sich in O(V E) Zeit berechnen.

Gib einen Algorithmus an, der u* in O(V E) Zeit berechnet:
e Setze dy(s,s) = 0 und setze dp(s, v) = oo.
o Firk=1,..., n—1und v € V, berechne

ok(s,v) = mir):_ Ok—1(s, u) + w(u, v).
uve

e Berechne pu* nach (***)

12 -



12 -

Schritt VII

(***)

[Karp, 1978]
Satz. Ein Kreis C* mit kleinstem durchschnittlichen Kantenge-
wicht (u(C*) = p*) lasst sich in O(V E) Zeit berechnen.

Gib einen Algorithmus an, der u* in O(V E) Zeit berechnet:
e Setze Jp(s,s) =0 und setze dg(s, v) = o0.

o Firk=1,..., n—1und v € V, berechne

__ ' Das ist ein kleines
5k(5’ V) o uTg]E 5/(_1(5’ U) ™ W(U, V)' dynamisches Programm!

e Berechne pu* nach (***)
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