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Aufgabe 1 - Triangulierungen und Dynamische Programmierung

Ein Polygon ist ein geschlossener Streckenzug in der Ebene — eine Folge von n ver-
bundenen Punkten pi,py,...,pn, die wieder am Startpunkt p; endet. Die Punkte
P1,P2y-..,Pn des Polygons werden Ecken genannt und die Strecken zwischen den
Ecken Polygonkanten. Ein Polygon ist konvex, wenn jede Strecke mit Start- und End-
punkt im Polygon auch selbst vollstindig im Polygon enthalten ist; siehe Abbildung|}
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(A) nicht-konvexes Polygon (B) konvexes Polygon

ABBILDUNG 1: Beispiele fiir Polygone.

Eine Triangulierung eines Polygons ist eine nicht-erweiterbare Menge von Strecken, die
nicht-benachbarte Ecken verbinden, im Inneren des Polygons liegen, keine Polygon-
kanten schneiden und sich nicht gegenseitig schneiden. Wir nennen diese Strecken
Diagonalen.

Wenn wir ein konvexes Polygon triangulieren, so miissen wir offensichtlich nur darauf
achten, dass sich die Diagonalen nicht gegenseitig schneiden. Die Kosten einer Triangu-
lierung sind die Summe der euklidischen Langen aller ihrer Diagonalen. Entsprechend
heifit die Triangulierung mit den geringsten Kosten kostenminimal; siehe Abbildung
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ABBILDUNG 2: Triangulierungen eines konvexen Polygons. Die Diagonalen sind blau gefarbt.



Wir entwickeln nun schrittweise ein dynamisches Programm, um die Kosten einer kos-
tenminimale Triangulierung eines gegebenen konvexen Polygons P zu bestimmen.

Sie konnen annehmen, dass wir die Lange d(pi, p;) einer Diagonalen (p;,p;) in kon-
stanter Zeit bestimmen kénnen und dass es keine drei Ecken des Polygons gibt, die
auf einer Geraden liegen.

a) In einer kostenminimalen Triangulierung von P ist die Po-

lygonkante (py,pn) Teil eines Dreiecks Ap pipn, wobei i € Pit Pl py
: . ./.\.

{2,...,n—1}. Das Dreieck App;p, trennt von P zwei (kon-

vexe) Teilpolygone P;; und P, ab. Pin Pii

Angenommen wir wiirden die Kosten fiir eine kostenmini-

male Triangulierung von P; ; und P;; kennen, wie konnten N

wir daraus die Kosten einer kostenminimalen Triangulie- P Pn P1 P2
rung von P berechnen?

Beachten Sie auch die Spezialfdllei =2 undi=n—1. 2 Punkte

b) Beschreiben Sie ein dynamisches Programm in Worten, welches fiir ein gegebenes
konvexes Polygon die Kosten einer kostenminimalen Triangulierung berechnet.

Das dynamische Programm soll polynomielle Laufzeit haben und eine Tabelle A[-, ]

verwenden, welche fiir jedes Teilpolygon Pi; von P mit Ecken pi, pit1y...,Pj—1,P;j
und T < i < j < n einen Eintrag A[i,j] fiir die Kosten einer kostenminimalen
Triangulierung enthailt. 4 Punkte

c) Geben Sie scharfe obere Schranken fiir die asymptotische Laufzeit und den asymp-
totischen Speicherbedarf Ihres dynamischen Programms an. 2 Punkte

Aufgabe 2 — TSP mit Wiederholungen

In der Vorlesung haben wir gesehen, dass sich das Metrische TSP-Problem approximie-
ren lasst, wahrend das allgemeine TSP-Problem nicht approximierbar ist (falls PANP).
In dieser Aufgabe betrachten wir eine andere Variante von TSP, die ebenfalls eine Ap-
proximation zuldsst. Gegeben sei ein ungerichteter vollstindiger Graph G mit Kanten-
kosten c: E(G) — Rx. Gesucht ist eine Rundreise K in G, die jeden Knoten mindestens
einmal besucht und minimale Kosten } ., c(e) hat. Im Gegensatz zu TSP diirfen hier
also Knoten mehrfach besucht werden.

Beschreiben Sie einen Algorithmus, der eine 2-Approximation fiir dieses Problem lie-
fert.

Hinweis: Reduzieren Sie dieses Problem auf Metrisches TSP. 6 Punkte

Aufgabe 3 — Metrisches TSP

In der Vorlesung wurde ein Approximationsalgorithmus auf Basis von Spannbdumen
fiir das metrische TSP vorgestellt. Dieser besitzt Giite 2, d.h. die Rundreise, die der
Algorithmus liefert, ist hochstens doppelt so lang wie eine optimale Rundreise.

Sei G ein vollstindiger, metrischer, ungerichteter Graph mit Kantengewichten. Be-
trachten Sie den folgenden Algorithmus:



CompleteHamilton(Graph G, Kostenfunktion c: E(G) — R>y)

wihle s € V(G) beliebig

wihle eine Kante {s, t} € E(G) mit c({s, t}) minimal

C  (fs, th{t, s})

while V(C) # V(G) do
wdhle einen Knoten v € V(G) \ V(C), dessen Abstand zu C am geringsten ist
sei w ein Knoten in C mit ¢({v, w}) minimal
sei u einer der beiden Nachbarn von w auf C
ersetze in C die Kante {u, w} durch die Kantenfolge ({u, v}, {v, w})

return C

a) Zeigen Sie, dass der Algorithmus von Prim (beginnend mit Startknoten s) in je-
dem Schritt denselben Knoten zum aktuellen Baum hinzufiigt wie Algorithmus
CompleteHamilton zum Kreis C. 2 Punkte

Hinweis: Sie diirfen vernachldssigen, dass es in einem Schritt mehrere gleich gute
Wahlmoglichkeiten geben kann.

b) Zeigen Sie, dass der Algorithmus CompleteHamilton Giite 2 besitzt. 4 Punkte

Hinweis: Verwenden Sie Teilaufgabe a) sowie die Dreiecksungleichung.

Bitte laden Sie Thre Losungen als pdf bis Dienstag, 20. Mai 2025, 13:00 Uhr im
WueCampus-Kursraum beim 3. Ubungsblatt hoch. Geben Sie stets die Namen aller
an, die das Ubungsblatt bearbeitet haben (max. 2).

Begriinden Sie Ihre Behauptungen und kommentieren Sie Ihren Pseudocode!

Plagiate werden mit 0 Punkten fiir das ganze Ubungsblatt gewertet.



