Friihjahr 2013 - Thema 2 - Aufgabe 2

Sei ¢ > 1 eine Potenz einer Primzahl p, und sei IF, ein Kérper mit ¢ Elementen. Sei n eine
natiirliche Zahl, und sei G = GL,(F,) die Gruppe der invertierbaren (n x n)—Matrizen iiber
I,.

a) Zeigen Sie, dass die Gruppe G von Ordnung q(g) g =1)-(¢" ' =1)----(g—1) ist.

b) Zeigen Sie, dass die oberen Dreiecksmatrizen mit charakteristischem Polynom (X —1)" eine
Sylowsche p—Untergruppe von G, (IF,) bilden.

Losung:

Seig=9p" peP,keN
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a) Behauptung: |G| = q(g) (¢ =1) - (¢" ' =1)----(g—1) = q(’;) T —1)

i=1

Sei A € G, A= (ajay ... a,) mit den Spaltenvektoren a;.
Bekanntlich ist A genau dann invertierbar, wenn die Spaltenvektoren linear unabhingig sind.

Daher bleiben als Moglichkeiten fiir a;: ¢" —1 da a; # 0

as: q"—q da ay ¢ span(ay)

as: ¢" —¢* da a3 ¢ span(ay, as)

a;: q"—q~' daa; ¢ span(ay,as,...,a; 1)
an: ¢"—q" ' daa, ¢ span(ay,as,...,a, 1)

Fiir die Méchtigkeit von G ergibt sich daraus:

Gl = (@ =1 (¢"~q) (" ="
= E(q"—qi’l)
= ZELJ”—l%q-(q”‘l—1).-'61"‘1-((1—1)
= [l " (¢—1)
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b) Sei H := {B| B ist obere Dreiecksmatrix mit yg = (X — 1)"}

TLQ*TL

Behauptung: H € Syl,(G), d.h. H ist Untergruppe von G und hat Ordnung (p*) 2

Beweis:
1 = *
: . : n 0 1
Da B obere Dreiecksmatrix ist mit xpz = (X—1)", folgt: B=1
0 0 1

B hat damit n Eins-Eintrdge auf der Diagonalen, "22_ * Null-Eintrage unterhalb der Diagonalen

n’—n
2

und freie Pléitze aus IF,.

—  |H|=q¢7= = ("= —  Ordnung von H ist (p*)™=

Noch zu zeigen:
H ist Untergruppe von G.

Da G endliche Gruppe ist und H C G geniigt es zu zeigen, dass H abgeschlossen.
D.h. VB,C € Hgilt: D=B-C € H:

0, falls 7 > 7;

1

falls © = 7;
bij bzw. Cij, falls i < ]

B,C S H, d.h. bijacij =

Y

D — (dl]) mit dij = Z bzk * Cj
k=1
1.Fall: ¢ > 3
dij = > ik -
k=1
bik ki + > bik - ckj

1 k=j+1

+ > b0
k=j+1
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2.Fall: i = j

dii = Y bir-cri
=
= Y bk + bicci + Y b cri
k=1 k=i+1
= ZOC}CZ + 1-1 + szko
k=1 k=it1

3.Fall: i < j
Eintréage beliebig — H Untergruppe von G = H p-Sylow-Untergruppe von G



