
Satz Sei (G, ·, e) endliche Gruppe und U eine nichtleere, in G enthaltene Menge.

Dann gilt:
(∀a, b ∈ U : a · b ∈ U) → U ≤ G.

Beweis

(1) Zu zeigen: e ∈ U

U ̸= ∅ → ∃ a ∈ U
V oraussetzung→ ∀ k ∈ N : ak ∈ U

Da G endlich → U endlich → ∃ k1, k2 ∈ N mit k1 < k2 und ak1 = ak2

G ist Gruppe → (ak1)−1 ∈ G und (ak1)−1 = a−k1

→ e = ak1 · a−k1 = ak2 · a−k1 = ak2−k1 ∈ U da k2 − k1 ∈ N

(2) Zu zeigen: a ∈ U → a−1 ∈ U

Sei a ∈ U mit ak1 = ak2 , k1 < k2

1.Fall: k2 = k1 + 1

→ e = ak2−k1 = a1 = a → a−1 ∈ U

2.Fall: k2 > k1 + 1, d.h. k2 − k1 − 1 ∈ N

→ ak2−k1−1 ∈ U

ak2−k1−1 · a = ak2−k1 = e

⇒ a−1 = ak2−k1−1 ∈ U
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