
Satz Für n ≥ 3 enthält das Zentrum der symmetrischen Gruppe nur die Identität:

Z(Sn) = {id}

Beweis

Sei σ ∈ Z(Sn), σ ̸= id

→ ∃ i1, i2 ∈ {1, . . . , n}, i1 ̸= i2 : σ(i1) = i2

Da n ≥ 3 gibt es i3 ∈ {1, . . . , n}\{i1, i2}

Da σ ∈ Z(Sn), muss σ mit jeder Permutation aus Sn vertauschbar sein, insbesondere mit

τ = (i1 i2 i3)

τσ = στ ⇔ τ = στσ−1 ⇔ (i1 i2 i3) = (σ(i1) σ(i2)σ(i3))

Da σ(i1) = i2, gilt auch σ(i2) = i3 und σ(i3) = i1.

Mit dieser erweiterten Information testen wir, ob σ mit τ̃ = (i1 i2) vertauschbar ist.

τ̃σ = στ̃ ⇔ τ̃ = στ̃σ−1

⇔ (i1 i2) = (σ(i1) σ(i2))
⇔ (i1 i2) = (i2 i3) da i3 /∈ {i1, i2}
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