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Gaußsche Gradmessung, 1821–1823

Ablesegenauigkeit: 4 Bogensekunden
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Gaußsche Gradmessung, 1821–1823

Ablesegenauigkeit: 4 Bogensekunden

Grundidee: Redundante Messung zur Steigerung der Genauigkeit

Ausgleichungsrechnung



Genauigkeit nach Ausgleichung: 0.5 Bogensekunden

Gaußsche Gradmessung, 1821–1823

Ablesegenauigkeit: 4 Bogensekunden

Grundidee: Redundante Messung zur Steigerung der Genauigkeit

Ausgleichungsrechnung



Problemdefinition
§ Gegeben

• ein  Vektor ! von " Beobachtungen (Strecken, Winkel,...)
• a function #:ℝ& → ℝ( that, given the true unknowns )*, 

yields the true observations as +! = # )* .

§ finde Vektor -* von . Unbekannten (Koordinaten)

§ such that that /0/ is minimal, 

• where / = 1! − ! and 

• 1! = # 34 .



§ Gegeben

• ein  Vektor ! von " Beobachtungen (Strecken, Winkel,...)
• a function #:ℝ& → ℝ( that, given the true unknowns )*, 

yields the true observations as +! = # )* .

§ finde Vektor -* von . Unbekannten (Koordinaten)

§ such that that /0/ is minimal, 

• where / = 1! − ! and 

• 1! = # 34 .

normalerweise:   " > nötig
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§ Gegeben

• ein  Vektor ! von " Beobachtungen (Strecken, Winkel,...)
• eine Funktion #:ℝ& → ℝ(, die für wahre Unbekannte )*

die wahren Beobachtungen durch +! = # )* liefert

§ finde Vektor -* von . Unbekannten (Koordinaten)

§ such that that /0/ is minimal, 

• where / = 1! − ! and 

• 1! = # 34 .
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§ Gegeben

• ein  Vektor ! von " Beobachtungen (Strecken, Winkel,...)
• eine Funktion #:ℝ& → ℝ(, die für wahre Unbekannte )*

die wahren Beobachtungen durch +! = # )* liefert.

§ find vector -. of / unknowns (coordinates)

§ such that that 010 is minimal, 

• where 0 = 2! − ! and 

• 2! = # -. .

Beispiel:

45
46
47

= # 8, : =
85 − 8 6 + :5 − : 6

86 − 8 6 + :6 − : 6

87 − 8 6 + :7 − : 6
85, :5 86, :6

8, :

87, :7

45
46

47

Problemdefinition



§ Gegeben

• ein  Vektor ! von " Beobachtungen (Strecken, Winkel,...)
• eine Funktion #:ℝ& → ℝ(, die für wahre Unbekannte )*

die wahren Beobachtungen durch +! = # )* liefert.

§ find vector -. of / unknowns (coordinates)

§ such that that 010 is minimal, 

• where 0 = 2! − ! and 

• 2! = # -. .

Beispiel:

45
46
47

= # 8, : =
8 − 85 6 + : − :5 6

8 − 86 6 + : − :6 6

8 − 87 6 + : − :7 6
85, :5 86, :6

87, :7

45
46

47
8, :

Problemdefinition



§ Gegeben

• ein  Vektor ! von " Beobachtungen (Strecken, Winkel,...)
• eine Funktion #:ℝ& → ℝ(, die für wahre Unbekannte )*

die wahren Beobachtungen durch +! = # )* liefert

§ finde Vektor -* von . Unbekannten (Koordinaten)

§ such that that /0/ is minimal, 

• where / = 1! − ! and 

• 1! = # 34 .
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§ Gegeben

• ein  Vektor ! von " Beobachtungen (Strecken, Winkel,...)
• eine Funktion #:ℝ& → ℝ(, die für wahre Unbekannte )*

die wahren Beobachtungen durch +! = # )* liefert

§ finde Vektor -* von . Unbekannten (Koordinaten) und

§ Vektor /! = ! + 1 von ausgeglichenen Beobachtungen such 

that

• /! = # -* and

• 121 is minimal.

Problemdefinition



§ Gegeben

• ein  Vektor ! von " Beobachtungen (Strecken, Winkel,...)
• eine Funktion #:ℝ& → ℝ(, die für wahre Unbekannte )*

die wahren Beobachtungen durch +! = # )* liefert

§ finde Vektor -* von . Unbekannten (Koordinaten) und

§ Vektor /! = ! + 1 von ausgeglichenen Beobachtungen

§ so dass
• /! = # -* gilt und
• 121 minimal ist.

Problemdefinition



§ Gegeben

• ein  Vektor ! von " Beobachtungen (Strecken, Winkel,...)
• eine Funktion #:ℝ& → ℝ(, die für wahre Unbekannte )*

die wahren Beobachtungen durch +! = # )* liefert

§ finde Vektor -* von . Unbekannten (Koordinaten) und

§ Vektor /! = ! + 1 von ausgeglichenen Beobachtungen

§ so dass
• /! = # -* gilt und
• 121 minimal ist.

Problemdefinition

Methode der 
kleinsten Quadrate



§ Gegeben

• ein  Vektor ! von " Beobachtungen (Strecken, Winkel,...)
• eine Funktion #:ℝ& → ℝ(, die für wahre Unbekannte )*

die wahren Beobachtungen durch +! = # )* liefert

§ finde Vektor -* von . Unbekannten (Koordinaten) und

§ Vektor /! = ! + 1 von ausgeglichenen Beobachtungen

§ so dass
• /! = # -* gilt und
• 1231 minimal ist.

Problemdefinition

Methode der 
kleinsten Quadrate



Spezialfall: 
Ausgleichung bei linearem 

funktionalen Modell

(= linearer Zusammenhang zwischen 
Beobachtungen & Unbekannten)

!" = $ %& = '%&



Ausgleichung bei linearem 
funktionalen Modell

Beispiel 1: Mehrfache Beobachtung einer Strecke

! =
#$
⋮
#&

mit  #' = (-te Messung der Strecke

Gesucht: Ausgeglichene Strecke )*, Verbesserungen +
Bedingung:

)! = ! + + = - )* =
1
⋮
1

)* und    +/+ → Min

4! = 5 46 = -46



Lösung… 
!"# = %& = & + ( ⇒ ( = !"# − &

Minimiere (+(…

⇒ (+ ( = !"# − & + !"# − &
= "#+!+!"# − 2"#+!+& + &+&

Ausgleichung bei linearem 
funktionalen Modell

notwendige Bedingung für Optimum:
Gradient der Zielfunktion = Nullvektor



Lösung… 
!(#$)= #$'('(#$ − 2#$'('+ + +'+

grad ! #$ =

1!
1 234
⋮
1!
1 236

= 2('(#$ − 2('+

notwendige Bedingung für Optimum:
Gradient der Zielfunktion = Nullvektor

Ausgleichung bei linearem 
funktionalen Modell



Lösung… 
!(#$)= #$'('(#$ − 2#$'('+ + +'+

grad ! #$ =

1!
1 234
⋮
1!
1 236

= 2('(#$ − 2('+ = 7

notwendige Bedingung für Optimum:
Gradient der Zielfunktion = Nullvektor

Ausgleichung bei linearem 
funktionalen Modell

!



Lösung… 
!(#$)= #$'('(#$ − 2#$'('+ + +'+

grad ! #$ =

1!
1 234
⋮
1!
1 236

= 2('(#$ − 2('+ = 7

⟺ ('(#$ = ('+

Gauß-Normalgleichung
Lösung durch Gaußsches

Eliminationsverfahren

Ausgleichung bei linearem 
funktionalen Modell

('(9 = (':

!



Beispiel 1: Mehrfache Beobachtung einer Strecke

! =
#$
⋮
#&

mit  #' = (-te Messung der Strecke

Gesucht: Ausgeglichene Strecke )*, Verbesserungen +
Bedingung:

)! = ! + + = - )* =
1
⋮
1

)* und    +/+ → Min

Ausgleichung bei linearem 
funktionalen Modell

-/-45 = -/!



Beispiel 1: Mehrfache Beobachtung einer Strecke

!"! = 1,… , 1
1
⋮
1

=

Ausgleichung bei linearem 
funktionalen Modell



Beispiel 1: Mehrfache Beobachtung einer Strecke

!"! = 1,… , 1
1
⋮
1

= (

Ausgleichung bei linearem 
funktionalen Modell



Beispiel 1: Mehrfache Beobachtung einer Strecke

!"! = 1,… , 1
1
⋮
1

= (

!") = 1,… , 1
*+
⋮
*,

=

Ausgleichung bei linearem 
funktionalen Modell



Beispiel 1: Mehrfache Beobachtung einer Strecke

!"! = 1,… , 1
1
⋮
1

= (

!") = 1,… , 1
*+
⋮
*,

=-
./+

,
*.

Ausgleichung bei linearem 
funktionalen Modell



Beispiel 1: Mehrfache Beobachtung einer Strecke

!"! = 1,… , 1
1
⋮
1

= (

!") = 1,… , 1
*+
⋮
*,

=-
./+

,
*.

!"! 01 = !") ⟹ ( 01 =-
./+

,
*.

Ausgleichung bei linearem 
funktionalen Modell



Beispiel 1: Mehrfache Beobachtung einer Strecke

!"! = 1,… , 1
1
⋮
1

= (

!") = 1,… , 1
*+
⋮
*,

=-
./+

,
*.

!"! 01 = !") ⟹ ( 01 =-
./+

,
*.

Ausgleichung bei linearem 
funktionalen Modell



Beispiel 1: Mehrfache Beobachtung einer Strecke

!"! = 1,… , 1
1
⋮
1

= (

!") = 1,… , 1
*+
⋮
*,

=-
./+

,
*.

!"! 01 = !") ⟹ ( 01 =-
./+

,
*. ⟺ 01 = ∑./+, *.

(

Ausgleichung bei linearem 
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Beispiel 1: Mehrfache Beobachtung einer Strecke

!"! = 1,… , 1
1
⋮
1

= (

!") = 1,… , 1
*+
⋮
*,

=-
./+

,
*.

!"! 01 = !") ⟹ ( 01 =-
./+

,
*. ⟺ 01 = ∑./+, *.

(

Ausgleichung entspricht 
Berechnung des 

Mittelwerts!

Ausgleichung bei linearem 
funktionalen Modell



Ausgleichung bei linearem 
funktionalen Modell

• immer lösbar?
• wirklich optimal?
• optimale Lösung eindeutig?



Satz: Die Funktion ! hat immer eine Minimalstelle.

Ausgleichung bei linearem 
funktionalen Modell

Zielfunktion "#"

= !(&') = &'#)#)&' − 2&'#)#, + ,#,



Satz: Die Funktion ! hat immer eine Minimalstelle.
Jede quadratische Funktion in den Variablen "#, … , "&
lässt sich durch Drehung und Verschiebung des 
Koordinatensystems in die Normalform

' (#, … , (& = *#(#+ + ⋯+ *.(.+ + *./#(./# + ⋯+ *&(& + 0
bringen (d.h. keine gemischten Terme, jede Variable nur einmal).

Ausgleichung bei linearem 
funktionalen Modell



Satz: Die Funktion ! hat immer eine Minimalstelle.
Jede quadratische Funktion in den Variablen "#, … , "&
lässt sich durch Drehung und Verschiebung des 
Koordinatensystems in die Normalform

' (#, … , (& = *#(#+ + ⋯+ *.(.+ + *./#(./# + ⋯+ *&(& + 0
bringen (d.h. keine gemischten Terme, jede Variable nur einmal).

Beispiel: ' 1 = 1+ + 61 − 7

Ausgleichung bei linearem 
funktionalen Modell



Satz: Die Funktion ! hat immer eine Minimalstelle.
Jede quadratische Funktion in den Variablen "#, … , "&
lässt sich durch Drehung und Verschiebung des 
Koordinatensystems in die Normalform

' (#, … , (& = *#(#+ + ⋯+ *.(.+ + *./#(./# + ⋯+ *&(& + 0
bringen (d.h. keine gemischten Terme, jede Variable nur einmal).

Beispiel: ' 1 = 1+ + 61 − 7
= 1+ + 61 + 9 − 16

Ausgleichung bei linearem 
funktionalen Modell



Satz: Die Funktion ! hat immer eine Minimalstelle.
Jede quadratische Funktion in den Variablen "#, … , "&
lässt sich durch Drehung und Verschiebung des 
Koordinatensystems in die Normalform

' (#, … , (& = *#(#+ + ⋯+ *.(.+ + *./#(./# + ⋯+ *&(& + 0
bringen (d.h. keine gemischten Terme, jede Variable nur einmal).

Beispiel: ' 1 = 1+ + 61 − 7
= 1+ + 61 + 9 − 16
= 1 + 3 + − 16

Ausgleichung bei linearem 
funktionalen Modell



Satz: Die Funktion ! hat immer eine Minimalstelle.
Jede quadratische Funktion in den Variablen "#, … , "&
lässt sich durch Drehung und Verschiebung des 
Koordinatensystems in die Normalform

' (#, … , (& = *#(#+ + ⋯+ *.(.+ + *./#(./# + ⋯+ *&(& + 0
bringen (d.h. keine gemischten Terme, jede Variable nur einmal).

Beispiel: ' 1 = 1+ + 61 − 7
= 1+ + 61 + 9 − 16
= 1 + 3 + − 16
= (+ − 16 mit   ( = 1 + 3

Ausgleichung bei linearem 
funktionalen Modell



Satz: Die Funktion ! hat immer eine Minimalstelle.
Jede quadratische Funktion in den Variablen "#, … , "&
lässt sich durch Drehung und Verschiebung des 
Koordinatensystems in die Normalform

' (#, … , (& = *#(#+ + ⋯+ *.(.+ + *./#(./# + ⋯+ *&(& + 0
bringen (d.h. keine gemischten Terme, jede Variable nur einmal).

Beispiel: ' 1 = 21+ + 31 + 4
= 2 1 + 5

+6
+
+ (4 − 59

:6)

Ausgleichung bei linearem 
funktionalen Modell



Satz: Die Funktion ! hat immer eine Minimalstelle.
Jede quadratische Funktion in den Variablen "#, … , "&
lässt sich durch Drehung und Verschiebung des 
Koordinatensystems in die Normalform

' (#, … , (& = *#(#+ + ⋯+ *.(.+ + *./#(./# + ⋯+ *&(& + 0
bringen (d.h. keine gemischten Terme, jede Variable nur einmal).

Da  ! 12 = 343,  gilt  ! 12 ≥ 0.   Also hat ! die Normalform

' (#, … , (& = *#(#+ + ⋯+ *&(&+ + 0 mit   *#, … , *&, 0 ≥ 0.

Ausgleichung bei linearem 
funktionalen Modell



Satz: Die Funktion ! hat immer eine Minimalstelle.
Jede quadratische Funktion in den Variablen "#, … , "&
lässt sich durch Drehung und Verschiebung des 
Koordinatensystems in die Normalform

' (#, … , (& = *#(#+ + ⋯+ *.(.+ + *./#(./# + ⋯+ *&(& + 0
bringen (d.h. keine gemischten Terme, jede Variable nur einmal).

Da  ! 12 = 343,  gilt  ! 12 ≥ 0.   Also hat ! die Normalform

' (#, … , (& = *#(#+ + ⋯+ *&(&+ + 0 mit   *#, … , *&, 0 ≥ 0.

Damit ist der Punkt (# = ⋯ = (& = 0 eine Minimalstelle.
Der Funktionswert an dieser Stelle ist 0.

Ausgleichung bei linearem 
funktionalen Modell



Satz: Die Gauß-Normalgleichung ist hinreichend.
D.h. für jede Lösung !" der Gauß-Normalgleichung ist   
#$# global minimal.

Ausgleichung bei linearem 
funktionalen Modell



Satz: Die Gauß-Normalgleichung ist hinreichend.
Sei !" ∈ ℝ% eine Lösung der Gauß-Normalgleichung. 
Für jedes  ! ∈ ℝ% gilt

& ! = (! − * + (! − *

Ausgleichung bei linearem 
funktionalen Modell



Satz: Die Gauß-Normalgleichung ist hinreichend.
Sei !" ∈ ℝ% eine Lösung der Gauß-Normalgleichung. 
Für jedes  ! ∈ ℝ% gilt

& ! = (! − * + (! − *
= (! − (!" + (!" − * + (! − (!" + (!" − *

Ausgleichung bei linearem 
funktionalen Modell



! " = $" − & ' $" − &
= $" − $"( + $"( − & ' $" − $"( + $"( − &

Satz: Die Gauß-Normalgleichung ist hinreichend.
Sei "( ∈ ℝ, eine Lösung der Gauß-Normalgleichung. 
Für jedes  " ∈ ℝ, gilt

Ausgleichung bei linearem 
funktionalen Modell



Satz: Die Gauß-Normalgleichung ist hinreichend.

! " = $" − & ' $" − &
= $" − $"( + $"( − & ' $" − $"( + $"( − &
= $" − $"( ' $" − $"(
+2 $" − $"( ' $"( − &
+ $"( − & ' $"( − &

Sei "( ∈ ℝ- eine Lösung der Gauß-Normalgleichung. 
Für jedes  " ∈ ℝ- gilt

Ausgleichung bei linearem 
funktionalen Modell



Satz: Die Gauß-Normalgleichung ist hinreichend.

! " = $" − & ' $" − &
= $" − $"( + $"( − & ' $" − $"( + $"( − &
= $" − $"( ' $" − $"(
+2 $" − $"( ' $"( − &
+ $"( − & ' $"( − &

Sei "( ∈ ℝ- eine Lösung der Gauß-Normalgleichung. 
Für jedes  " ∈ ℝ- gilt

Ausgleichung bei linearem 
funktionalen Modell



Satz: Die Gauß-Normalgleichung ist hinreichend.
Sei !" ∈ ℝ% eine Lösung der Gauß-Normalgleichung. 
Für jedes  ! ∈ ℝ% gilt

& ! = (! − * + (! − *
= (! − (!" + (!" − * + (! − (!" + (!" − *
= (! − (!" + (! − (!"
+2 (! − (!" + (!" − *
+ (!" − * + (!" − *

= 0

Ausgleichung bei linearem 
funktionalen Modell



Satz: Die Gauß-Normalgleichung ist hinreichend.
Sei !" ∈ ℝ% eine Lösung der Gauß-Normalgleichung. 
Für jedes  ! ∈ ℝ% gilt

& ! = (! − * + (! − *
= (! − (!" + (!" − * + (! − (!" + (!" − *
= (! − (!" + (! − (!"

+ (!" − * + (!" − *

Ausgleichung bei linearem 
funktionalen Modell



Satz: Die Gauß-Normalgleichung ist hinreichend.
Sei !" ∈ ℝ% eine Lösung der Gauß-Normalgleichung. 
Für jedes  ! ∈ ℝ% gilt

& ! = (! − * + (! − *
= (! − (!" + (!" − * + (! − (!" + (!" − *
= (! − (!" + (! − (!"

+ (!" − * + (!" − *
= (! − (!" + (! − (!" + & !"

Ausgleichung bei linearem 
funktionalen Modell



Satz: Die Gauß-Normalgleichung ist hinreichend.
Sei !" ∈ ℝ% eine Lösung der Gauß-Normalgleichung. 
Für jedes  ! ∈ ℝ% gilt

Ausgleichung bei linearem 
funktionalen Modell

& ! = (! − * + (! − *
= (! − (!" + (!" − * + (! − (!" + (!" − *
= (! − (!" + (! − (!"

+ (!" − * + (!" − *
= (! − (!" + (! − (!" + & !" ≥ & !"



Satz: Die Gauß-Normalgleichung ist eindeutig lösbar, 
wenn rang % = '.

Ausgleichung bei linearem 
funktionalen Modell



Satz: Die Gauß-Normalgleichung ist eindeutig lösbar, 
wenn rang % = '.

( ) = *) − *), - *) − *), + ( ), ≥ ( ),

Sei ), ∈ ℝ2 eine Lösung der Gauß-Normalgleichung. 
Für jedes  ) ∈ ℝ2 gilt:

Ausgleichung bei linearem 
funktionalen Modell



Satz: Die Gauß-Normalgleichung ist eindeutig lösbar, 
wenn rang % = '.

Sei () ∈ ℝ, eine Lösung der Gauß-Normalgleichung. 
Für jedes  ( ∈ ℝ, gilt:

Wenn - ( = - () , dann: 
.( − .() 0 .( − .() = 0

⇔ .( − .() = . ( − () = 3

Ausgleichung bei linearem 
funktionalen Modell

- ( = .( − .() 0 .( − .() + - () ≥ - ()



Satz: Die Gauß-Normalgleichung ist eindeutig lösbar, 
wenn rang % = '.

Sei () ∈ ℝ, eine Lösung der Gauß-Normalgleichung. 
Für jedes  ( ∈ ℝ, gilt:

Wenn - ( = - () , dann: 
.( − .() 0 .( − .() = 0

⇔ .( − .() = . ( − () = 3
mit rang % = ' ⇒ ( = ()

Ausgleichung bei linearem 
funktionalen Modell

- ( = .( − .() 0 .( − .() + - () ≥ - ()



Beispiel 2: Ausgleichung von Höhendifferenzen

Quelle: wikipedia

Nivelliergerät

Ausgleichung bei linearem 
funktionalen Modell



Beispiel 2: Ausgleichung von Höhendifferenzen

!"

!# !$

!%ℎ" = 0 m

Δℎ",# = 4.1 m

Δℎ%," = 1.2 m

Δℎ%,# = 5.4 m
Δℎ$,% = 1.1 m

Δℎ#,$ = −7.0 m

Gesucht: ℎ#, ℎ$, ℎ%

Ausgleichung bei linearem 
funktionalen Modell



Beispiel 2: Ausgleichung von Höhendifferenzen

!"

!# !$

!%ℎ" = 0 m

Δℎ",# = 4.1 m

Δℎ%," = 1.2 m

Δℎ%,# = 5.4 m
Δℎ$,% = 1.1 m

Δℎ#,$ = −7.0 m

Gesucht: ℎ#, ℎ$, ℎ%

2 =

Δℎ",#
Δℎ#,$
Δℎ$,%
Δℎ%,"
Δℎ%,#

=

4.1
−7.0
1.1
1.2
5.4 m

Ausgleichung bei linearem 
funktionalen Modell



Beispiel 2: Ausgleichung von Höhendifferenzen

!"

!# !$

!%ℎ" = 0 m

Δℎ",# = 4.1 m

Δℎ%," = 1.2 m

Δℎ%,# = 5.4 m
Δℎ$,% = 1.1 m

Δℎ#,$ = −7.0 m

2 34 = 35

34 =
ℎ#
ℎ$
ℎ%

Gesucht: ℎ#, ℎ$, ℎ%

5 =

Δℎ",#
Δℎ#,$
Δℎ$,%
Δℎ%,"
Δℎ%,#

=

4.1
−7.0
1.1
1.2
5.4 m

Ausgleichung bei linearem 
funktionalen Modell



Beispiel 2: Ausgleichung von Höhendifferenzen

! "# = "% =

"# =
ℎ'
ℎ(
ℎ) ℎ'

ℎ( − ℎ'
ℎ) − ℎ(
−ℎ)

ℎ' − ℎ)

% =

Δℎ,,'
Δℎ',(
Δℎ(,)
Δℎ),,
Δℎ),'

=

4.1
−7.0
1.1
1.2
5.4 m

Ausgleichung bei linearem 
funktionalen Modell



Beispiel 2: Ausgleichung von Höhendifferenzen

! "# = "% =

"# =
ℎ'
ℎ(
ℎ)

*
ℎ'

ℎ( − ℎ'
ℎ) − ℎ(
−ℎ)

ℎ' − ℎ)

=

1 0 0
−1 1 0
0 −1 1
0 0 −1
1 0 −1

⋅
ℎ'
ℎ(
ℎ)

% =

Δℎ0,'
Δℎ',(
Δℎ(,)
Δℎ),0
Δℎ),'

=

4.1
−7.0
1.1
1.2
5.4 m

Ausgleichung bei linearem 
funktionalen Modell



Beispiel 2: Ausgleichung von Höhendifferenzen

! =

Δℎ%,'
Δℎ',(
Δℎ(,)
Δℎ),%
Δℎ),'

=

4.1
−7.0
1.1
1.2
5.4 m

3 45 = 4! =

45 =
ℎ'
ℎ(
ℎ) ℎ'

ℎ( − ℎ'
ℎ) − ℎ(
−ℎ)

ℎ' − ℎ)

=

1 0 0
−1 1 0
0 −1 1
0 0 −1
1 0 −1

⋅
ℎ'
ℎ(
ℎ)

7

Gauß-Normalgleichung:
78745 = 78!

Ausgleichung bei linearem 
funktionalen Modell



Beispiel 2: Ausgleichung von Höhendifferenzen
Gauß-Normalgleichung:

!"!#$ = !"&

1 0 0
−1 1 0
0 −1 1
0 0 −1
1 0 −1

1 −1 0 0 1
0 1 −1 0 0
0 0 1 −1 −1

!"

!

3 −1 −1
−1 2 −1
−1 −1 3
!"!

Ausgleichung bei linearem 
funktionalen Modell



Beispiel 2: Ausgleichung von Höhendifferenzen
Gauß-Normalgleichung:

!"!#$ = !"&

1 0 0
−1 1 0
0 −1 1
0 0 −1
1 0 −1

1 −1 0 0 1
0 1 −1 0 0
0 0 1 −1 −1

!"

!

3 −1 −1
−1 2 −1
−1 −1 3
!"!

Ausgleichung bei linearem 
funktionalen Modell



16.5
−8.1
−5.5 m

Beispiel 2: Ausgleichung von Höhendifferenzen
Gauß-Normalgleichung:

()(*+ = ()-

1 −1 0 0 1
0 1 −1 0 0
0 0 1 −1 −1

3 −1 −1
−1 2 −1
−1 −1 3

()

-

()-()(

4.1
−7.0
1.1
1.2
5.4 m

Ausgleichung bei linearem 
funktionalen Modell



Beispiel 2: Ausgleichung von Höhendifferenzen
Gauß-Normalgleichung:

!"!#$ = !"&

1 −1 0 0 1
0 1 −1 0 0
0 0 1 −1 −1

3 −1 −1
−1 2 −1
−1 −1 3

4.1
−7.0
1.1
1.2
5.4 m

!"

&

!"&!"!

16.5
−8.1
−5.5 m

Ausgleichung bei linearem 
funktionalen Modell



Beispiel 2: Ausgleichung von Höhendifferenzen
Gauß-Normalgleichung:

!"!#$ = !"&

3 −1 −1
−1 2 −1
−1 −1 3

⋅ #$ =

!"&!"!

16.5
−8.1
−5.5 m

Ausgleichung bei linearem 
funktionalen Modell



Beispiel 2: Ausgleichung von Höhendifferenzen
Gauß-Normalgleichung:

!"!#$ = !"&

3 −1 −1
−1 2 −1
−1 −1 3

⋅ #$ =

!"&!"!

4.2
−2.6
−1.3 m

⇒ #$ =
16.5
−8.1
−5.5 m

Ausgleichung bei linearem 
funktionalen Modell

34

35 36

370 m

Δℎ4,5 = 4.1 m

Δℎ7,4 = 1.2 m

Δℎ7,5 = 5.4 m
Δℎ6,7 = 1.1 m

Δℎ5,6 = −7.0 m4.2 m −2.6 m

−1.3 m



4.2
−6.8
1.3
1.3
5.5 m

Beispiel 2: Ausgleichung von Höhendifferenzen
Ausgeglichene Beobachtungen:
+, = ./0

1 0 0
−1 1 0
0 −1 1
0 0 −1
1 0 −1

.

/0

+,

4.2
−2.6
−1.3 m

Ausgleichung bei linearem 
funktionalen Modell



Beispiel 2: Ausgleichung von Höhendifferenzen
Ausgeglichene Beobachtungen:
!" = $%&

1 0 0
−1 1 0
0 −1 1
0 0 −1
1 0 −1

$ !"

%&
4.2
−2.6
−1.3 m
4.2
−6.8
1.3
1.3
5.5 m

Ausgleichung bei linearem 
funktionalen Modell



Beispiel 2: Ausgleichung von Höhendifferenzen
Ausgeglichene Beobachtungen:
!" = $%&

1 0 0
−1 1 0
0 −1 1
0 0 −1
1 0 −1

$ !"

%&

*+

*, *-

*.

Δℎ+,, = 4.1 m

Δℎ.,+ = 1.2 m

Δℎ.,, = 5.4 m
Δℎ-,. = 1.1 m

Δℎ,,- = −7.0 m

0 m

4.2
−2.6
−1.3 m
4.2
−6.8
1.3
1.3
5.5 m

Ausgleichung bei linearem 
funktionalen Modell



Beispiel 2: Ausgleichung von Höhendifferenzen
Ausgeglichene Beobachtungen:
!" = $%&

4.2
−2.6
−1.3 m

1 0 0
−1 1 0
0 −1 1
0 0 −1
1 0 −1

4.2
−6.8
1.3
1.3
5.5 m

$ !"

%&

23

24 25

260 m

Δℎ3,4 = 4.1 m

Δℎ6,3 = 1.2 m

Δℎ6,4 = 5.4 m
Δℎ5,6 = 1.1 m

Δℎ4,5 = −7.0 m

4.2

−6.8

5.5 1.3

1.3

Ausgleichung bei linearem 
funktionalen Modell



Beispiel 2: Ausgleichung von Höhendifferenzen
Ausgeglichene Beobachtungen:
!" = $%&

4.2
−2.6
−1.3 m

1 0 0
−1 1 0
0 −1 1
0 0 −1
1 0 −1

4.2
−6.8
1.3
1.3
5.5 m

$ !"

%&

23

24 25

260 m

Δℎ3,4 = 4.1 m

Δℎ6,3 = 1.2 m

Δℎ6,4 = 5.4 m
Δℎ5,6 = 1.1 m

Δℎ4,5 = −7.0 m4.2 m −2.6 m

−1.3 m

4.2

−6.8

5.5 1.3

1.3

Ausgleichung bei linearem 
funktionalen Modell



Wenn

!" = $ %& = '%&
dann erfüllt Optimum  '(' )& = '*"

Ausgleichung bei linearem 
funktionalen Modell (1)



Wenn

!" = $ %& = $ &' + ) %& − &'
dann erfüllt Optimum  )+) ,- = )ℓ

mit ℓ = " − $ &'
und /& = &' + ,-.

Ausgleichung bei linearem 
funktionalen Modell (2)



Der Ausgleichungsalgorithmus
1. Welche Beobachtungen liegen vor? 

Vektor !, " Elemente
2. Welche Unbekannte sind gesucht? 

Vektor #$, % Elemente
3. Wie ließen sich die wahren Beobachtungen &! bei 

gegebenen wahren Unbekannten #$ berechnen? 
funktionales Modell ': #$ ⟼ #!
bzw.  &! = ' #$ = +#$
Designmatrix +, " Zeilen, % Spalten
Zeile ,, Spalte -: Ableitung von &./ nach &01

4. Löse Normalgleichung   +2+3$ = +2!.
Liefert ausgeglichene Unbekannte 3$
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