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Ausgleichungsrechnung

(3.99999464..., 3.00000714...)

(0, 0) (4, 0)



Ausgleichungsrechnung

(4, 3.000011...)




Ausgleichungsrechnung

(3.99999464..., 3.00000714...)

36,87° 90°

(0, 0) S (3.99999464..., 0)
3.99999464...



Ausgleichungsrechnung

Gauldsche Gradmessung, 1821-1823




Ausgleichungsrechnung

Gauldsche Gradmessung, 1821-1823

Grundidee: Redundante Messung zur Steigerung der Genauigkeit



Ausgleichungsrechnung

Gauldsche Gradmessung, 1821-1823

whom r_/ = ]/
b 5%
Ablesegenauigkeit: 4 Bogensekunden

Grundidee: Redundante Messung zur Steigerung der Genauigkeit

Genauigkeit nach Ausgleichung: 0.5 Bogensekunden



Problemdefinition

= Gegeben

* ein Vektor L von n Beobachtungen (Strecken, Winkel,...)

= finde Vektor X von u Unbekannten (Koordinaten)
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= Gegeben

* ein Vektor L von n Beobachtungen (Strecken, Winkel,...

normalerweise: n > noétig

= finde Vektor X von u Unbekannten (Koordinaten)
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Gegeben
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Problemdefinition

" Gegeben

* ein Vektor L von n Beobachtungen (Strecken, Winkel,...)

* eine Funktion @: R* —» R", die fur wahre Unbekannte X
die wahren Beobachtungen durch L = CD()?) liefert.

Beispiel: (xa,y2)
33
ds d,
dq () <d2> = ®(x,y)
dz d3
(%1, 71) (x2,¥2)




Problemdefinition

Gegeben

* ein Vektor L von n Beobachtungen (Strecken, Winkel,...)

* eine Funktion @: R* —» R", die fur wahre Unbekannte X
die wahren Beobachtungen durch L = CD()?) liefert.

Beispiel:
P (x3,¥3)

d3 d, VO —x)? + (7 = y1)3
dq () <22> =P(x,y) = | J(x —x2)? + (y — ¥2)?
2 : V& —x3)% + (v = ¥3)?

(1, y1) (x2,¥2)




Problemdefinition

Gegeben

* ein Vektor L von n Beobachtungen (Strecken, Winkel,...)

* eine Funktion @: R* —» R", die fiir wahre Unbekannte X
die wahren Beobachtungen durch L = &(X) liefert

finde Vektor X von u Unbekannten (Koordinaten)



Problemdefinition

Gegeben

* ein Vektor L von n Beobachtungen (Strecken, Winkel,...)

* eine Funktion @: R* —» R", die fur wahre Unbekannte X
die wahren Beobachtungen durch L = &(X) liefert

finde Vektor X von u Unbekannten (Koordinaten) und

Vektor L = L + v von ausgeglichenen Beobachtungen



Problemdefinition

Gegeben

* ein Vektor L von n Beobachtungen (Strecken, Winkel,...)

* eine Funktion @: R* —» R", die fiir wahre Unbekannte X
die wahren Beobachtungen durch L = CD(X) liefert

finde Vektor X von u Unbekannten (Koordinaten) und
Vektor L = L + v von ausgeglichenen Beobachtungen

so dass
« L= CD(}\() gilt und
e vy minimalist.
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Gegeben

* ein Vektor L von n Beobachtungen (Strecken, Winkel,...)
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Problemdefinition

Gegeben

* ein Vektor L von n Beobachtungen (Strecken, Winkel,...)

* eine Funktion @: R* —» R", die fiir wahre Unbekannte X
die wahren Beobachtungen durch L = CD(X) liefert

finde Vektor X von u Unbekannten (Koordinaten) und

Vektor L = L + v von ausgeglichenen Beobachtungen

so dass
« L= CD(T() gilt und

o VTPV nageiaak Methode der

kleinsten Quadrate



Spezialfall:
Ausgleichung bei linearem
funktionalen Modell

(= linearer Zusammenhang zwischen
Beobachtungen & Unbekannten)

L=o(X)=AX



Ausgleichung be
funktionalen Modell =2(X)=4x

Beispiel 1: Mehrfache Beobachtung einer Strecke

Ly
L = ( : ) mit L; = i-te Messung der Strecke
Ly

Gesucht: Ausgeglichene Strecke X, Verbesserungen v
Bedingung:

L=



Ausgleichung bei linearem
funktionalen Modell

Losung...

P

AX =L = L+v = v=AX-1

Minimiere v v...
> v =(AX—-1L) (AX-1L)
= XTATAX — 2XTATL +LTL

notwendige Bedingung fur Optimum:
Gradient der Zielfunktion = Nullvektor



Ausgleichung bei linearem
funktionalen Modell

Losung...
F(X)=XTATAX —2XTATL+L"L

(% axl\

grad F(X) = = 24TAX — 2ATL

a)?u
notwendige Bedingung fur Optimum:
Gradient der Zielfunktion = Nullvektor



Ausgleichung bei linearem

Losung...

funktionalen Modell

F(X)=XTATAX —2XTATL+L"L

grad F(X’) =

(% axl\

a)?u

= 24TAX — 24TL = 0

notwendige Bedingung fur Optimum:
Gradient der Zielfunktion = Nullvektor



Ausgleichung bei linearem
funktionalen Modell

Losung...
F(X)=XTATAX —2XTATL+L"L

(% axl\

grad F(X) = =24TAX —2A"L =0
oF

\o%,/ ,
Gaul3-Normalgleichung

T AS T Losung durch Gauldsches
=J|A'AX=A"L Eliminationsverfahren




Ausgleichung bei linearem
funktionalen Modell

Beispiel 1: Mehrfache Beobachtung einer Strecke

Ly
L = ( : ) mit L; = i-te Messung der Strecke

L =
" ATAX = ATL

Gesucht: Ausgeglichene Strecke X, Verbesserungen v

Bedingung: .

i=L+v=A)?=(E))? und vTv - Min
1



Ausgleichung bei linearem
funktionalen Modell

Beispiel 1: Mehrfache Beobachtung einer Strecke

1
ATA = (1,...,1)(;) —
1
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Ausgleichung bei linearem
funktionalen Modell

Beispiel 1: Mehrfache Beobachtung einer Strecke

1
ATA = (1,...,1)(5) =n
1

L,
ATL = (1,...,1)( : ) =
Ly



Ausgleichung bei linearem
funktionalen Modell

Beispiel 1: Mehrfache Beobachtung einer Strecke

1
ATA = (1,...,1)(5) =n

1

L4 n
ATL = (1,...,1)( s ) =zLi

Ln =1



Ausgleichung bei linearem
funktionalen Modell

Beispiel 1: Mehrfache Beobachtung einer Strecke

1
ATA = (1,...,1)(5) =n

1

L4 n
ATL = (1,...,1)( s ) =zLi

Ln =1

ATAX =ATL =



Ausgleichung bei linearem
funktionalen Modell

Beispiel 1: Mehrfache Beobachtung einer Strecke

1
ATA = (1,...,1)(5) =n

1

L4 n
ATL = (1,...,1)( s ) =zLi

Ln =1

n
ATAX =ATL = nX= zLi
i1=1



Ausgleichung bei linearem
funktionalen Modell

Beispiel 1: Mehrfache Beobachtung einer Strecke

1
ATA = (1,...,1)(5) =n

1
L n
ATL=(1,...,1)(E>:zLi
Ln i=1n
n
) X Y
ATAX =ATL = nX=zLi <=>X=Z‘;ll ‘
=1



Ausgleichung bei linearem
funktionalen Modell

Beispiel 1: Mehrfache Beobachtung einer Strecke

1
ATA = (1,...,1)(5) =n

1
. L.l - Ausgleichung entspricht
AL=(1,.,1)]  |= z L; Berechnung des
L, i=1 Mittelwerts!
n sn ]
ATAX =ATL = n)?=zLi<=>)?= ‘:ll ‘
i1=1




Ausgleichung bei linearem
funktionalen Modell

* immer losbar?
* wirklich optimal?
* optimale Losung eindeutig?



Ausgleichung bei linearem
funktionalen Modell

Satz: Die Funktion F hat immer eine Minimalstelle.

Zielfunktion v v

=F(X)=XTATAX — 2XTATL+L"L



Ausgleichung bei linearem
funktionalen Modell

Satz: Die Funktion F hat immer eine Minimalstelle.

Jede quadratische Funktion in den Variablen X4, ..., X,

|lasst sich durch Drehung und Verschiebung des
Koordinatensystems in die Normalform

f(él» v &) = alglz + et ar‘ig + Arp1érpr + oot ayéy +y

bringen (d.h. keine gemischten Terme, jede Variable nur einmal).
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Beispiel: f(x) =x?+6x—7




Ausgleichung bei linearem
funktionalen Modell

Satz: Die Funktion F hat immer eine Minimalstelle.

Jede quadratische Funktion in den Variablen X4, ..., X,

|lasst sich durch Drehung und Verschiebung des
Koordinatensystems in die Normalform

f(él» v &) = alglz + et ar‘ig + Arp1érpr + oot ayéy +y

bringen (d.h. keine gemischten Terme, jede Variable nur einmal).

Beispiel: f(x) =x?+6x—7
=x’+6x+9—16




Ausgleichung bei linearem
funktionalen Modell

Satz: Die Funktion F hat immer eine Minimalstelle.

Jede quadratische Funktion in den Variablen X4, ..., X,

|lasst sich durch Drehung und Verschiebung des
Koordinatensystems in die Normalform

f(él» v &) = alglz + et ar‘ig + Arp1érpr + oot ayéy +y

bringen (d.h. keine gemischten Terme, jede Variable nur einmal).

Beispiel: f(x) =x?+6x—7
=x’+6x+9—16
= (x + 3)? — 16




Ausgleichung bei linearem
funktionalen Modell

Satz: Die Funktion F hat immer eine Minimalstelle.

Jede quadratische Funktion in den Variablen X4, ..., X,
|lasst sich durch Drehung und Verschiebung des
Koordinatensystems in die Normalform

f(él» v &) = alglz + et arSZ?g + Arp1érpr + oot ayéy +y

bringen (d.h. keine gemischten Terme, jede Variable nur einmal).

Beispiel: f(x) =x?+6x—7
=x’+6x+9—16
= (x + 3)? — 16
=§2—-16 mit E=x+3




Ausgleichung bei linearem
funktionalen Modell

Satz: Die Funktion F hat immer eine Minimalstelle.

Jede quadratische Funktion in den Variablen X4, ..., X,

|lasst sich durch Drehung und Verschiebung des
Koordinatensystems in die Normalform

f(fl» ---;fu) — a1€12 + et ar&g + ar+1€r+1 + et aufu Ty

bringen (d.h. keine gemischten Terme, jede Variable nur einmal).

Beispiel: f(x) = ax*+ bx+c




Ausgleichung bei linearem
funktionalen Modell

Satz: Die Funktion F hat immer eine Minimalstelle.

Jede quadratische Funktion in den Variablen X4, ..., X,
|lasst sich durch Drehung und Verschiebung des
Koordinatensystems in die Normalform

f(él» v &) = alglz + et arSZ?g + Arp1érpr + oot ayéy +y

bringen (d.h. keine gemischten Terme, jede Variable nur einmal).
Da F(j\() = Ty, gilt F(j\() > (0. Also hat F die Normalform

f(&,....&) = a1@+ S aué@+ Y mit aq, ., qy, )/



Ausgleichung bei linearem
funktionalen Modell

Satz: Die Funktion F hat immer eine Minimalstelle.

Jede quadratische Funktion in den Variablen X4, ..., X,

|lasst sich durch Drehung und Verschiebung des
Koordinatensystems in die Normalform

f&, &) =&+t éf +ap1éppr ++a &y +y

bringen (d.h. keine gemischten Terme, jede Variable nur einmal).

Da F(j\() = vlv, gilt F(j\() > (0. Also hat F die Normalform

fGodu) = ol + -+ e +y mit @y, @,y 20,

Damit ist der Punkt é; = --- = &, = 0 eine Minimalstelle.

Der Funktionswert an dieser Stelle ist y.




Ausgleichung bei linearem
funktionalen Modell

Satz: Die Gauls-Normalgleichung ist hinreichend.

D.h. fiir jede Losung X der GauR-Normalgleichung ist
v’ v global minimal.



Ausgleichung bei linearem
funktionalen Modell

Satz: Die Gauls-Normalgleichung ist hinreichend.

Sei X, € R" eine L6sung der GauR-Normalgleichung.
Fir jedes X € R gilt

F(X) = (AX — L)T(AX — L)



Ausgleichung bei linearem
funktionalen Modell

Satz: Die Gauls-Normalgleichung ist hinreichend.
Sei X, € R" eine L6sung der GauR-Normalgleichung.
Fir jedes X € R gilt

F(X) = (AX — L)T(AX — L)
= (AX = AX, + AX, — L)T(AX = AX, + AX, — L)



Ausgleichung bei linearem
funktionalen Modell

Satz: Die Gauls-Normalgleichung ist hinreichend.
Sei X, € R" eine L6sung der GauR-Normalgleichung.
Fir jedes X € R gilt

F(X) = (AX - L)"(AX - L)
= (AX — AX +|AX, — L)" (AX — AX +(AX, — D)




Ausgleichung bei linearem
funktionalen Modell

Satz: Die Gauls-Normalgleichung ist hinreichend.

Sei X, € R" eine L6sung der GauR-Normalgleichung.
Fir jedes X € R gilt

F(X) = (AX — L)T(AX — L)

= (AX — AX, + AX, — L)T(AX — AX, + AX, — L)
= (AX — AX,)" (AX — AX,)

+2(AX — AX,)" (AX, — L)

+(AX, — L)T(AX, — L)




Ausgleichung bei linearem
funktionalen Modell

Satz: Die Gauls-Normalgleichung ist hinreichend.

Sei X, € R" eine L6sung der GauR-Normalgleichung.
Fir jedes X € R gilt

F(X) = (AX — L)T(AX — L)

= (AX — AX, + AX, — L)T(AX — AX, + AX, — L)
= (AX — AX,)T(AX — AX,)

+2(AX — AX,))T(AX, — L)

+(AX, — L)T(AX, — L)




Ausgleichung bei linearem
funktionalen Modell

Satz: Die Gauls-Normalgleichung ist hinreichend.

Sei X, € R" eine L6sung der GauR-Normalgleichung.
Fir jedes X € R gilt



Ausgleichung bei linearem
funktionalen Modell

Satz: Die Gauls-Normalgleichung ist hinreichend.
Sei X, € R" eine L6sung der GauR-Normalgleichung.
Fir jedes X € R gilt

F(X) = (AX — L)T(AX — L)
= (AX — AX, + AX, — L)T(AX — AX, + AX, — L)
= (AX — AX,)T(AX — AX,)

+(AX, — )T (AX, — L)



Ausgleichung bei linearem
funktionalen Modell

Satz: Die Gauls-Normalgleichung ist hinreichend.

Sei X, € R" eine L6sung der GauR-Normalgleichung.
Fir jedes X € R gilt

F(X) = (AX — L)T(AX — L)
= (AX — AX, + AX, — L)T(AX — AX, + AX, — L)
= (AX — AX,)T(AX — AX,)

+(AXo — L) (AX, — L)
= (AX — AX,)" (AX — AX,) + F(X,)




Ausgleichung bei linearem
funktionalen Modell

Satz: Die Gauls-Normalgleichung ist hinreichend.

Sei X, € R" eine L6sung der GauR-Normalgleichung.
Fir jedes X € R gilt

F(X) = (AX — L)T(AX — L)
= (AX — AX, + AX, — L)T(AX — AX, + AX, — L)
= (AX — AX,)T(AX — AX,)

+(AX, — )T (AX, — L)
= (AX — AX,)T(AX — AX,) + F(X,) = F(X,)




Ausgleichung bei linearem
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Satz: Die Gauls-Normalgleichung ist eindeutig |6sbar,
wenn rang(4) = u.



Ausgleichung bei linearem
funktionalen Modell

Satz: Die Gauls-Normalgleichung ist eindeutig |6sbar,
wenn rang(4) = u.

Sei X, € R" eine Loésung der GauR-Normalgleichung.
Fiir jedes X € RY gilt:

F(X) = (AX — AX))T(AX — AX,) + F(X,) = F(X,)



Ausgleichung bei linearem
funktionalen Modell

Satz: Die Gauls-Normalgleichung ist eindeutig |6sbar,
wenn rang(4) = u.

Sei X, € R" eine Loésung der GauR-Normalgleichung.
Fiir jedes X € RY gilt:

F(X) = (AX — AX))T(AX — AX,) + F(X,) = F(X,)

Wenn F(X) = F(X,), dann:
(AX — AX,)T(AX — AX,) = 0



Ausgleichung bei linearem
funktionalen Modell

Satz: Die Gauls-Normalgleichung ist eindeutig |6sbar,
wenn rang(4) = u.

Sei X, € R" eine Loésung der GauR-Normalgleichung.
Fiir jedes X € RY gilt:

F(X) = (AX — AX))T(AX — AX,) + F(X,) = F(X,)

Wenn F(X) = F(X,), dann:
(AX — AX,)T(AX — AX,) = 0

& AX—AX,=AX—-X,) =0
mitrang(4) = u = X =X,




Ausgleichung bei linearem
funktionalen Modell

Beispiel 2: Ausgleichung von Hohendifferenzen

-l ‘ /

Vorblick

Nivelliergerat

Quelle: wikipedia



Ausgleichung bei linearem
funktionalen Modell

Beispiel 2: Ausgleichung von Hohendifferenzen

P, Ah, o = —=7.0m
® 2,3 s

o
/34 =11m
Py

Ah4,2 == 54

m
Ahl’z :41m
Ah41 == 12m
P, @« °
hl = Om

Gesucht: h,, h3, h,



Ausgleichung bei linearem
funktionalen Modell

Beispiel 2: Ausgleichung von Hohendifferenzen

Ah
Ah;z\ _4;0 Pz‘ Bhys = =7.0m Py
L=|Ahgs |=]| 1.1
Ah4,1/ 1.2 AhyN=5.4m
Ah, , 54 / m o Ahs, =1.1m
1,2 —/*
p e Ahg, =12m .
hy =0m 4

Gesucht: h,, h3, h,



Ausgleichung bei linearem
funktionalen Modell

Beispiel 2: Ausgleichung von Hohendifferenzen

Ahy 2\ 41
) _ p _
Ah2’3 _7.0 2‘ Ah2’3 — 70 m > ‘P3
L = Ah3,4 = 1.1
Ah4,1/ é-z AhyN\=5.4m
Ah 4/ m Ahs, = 1.1
42 Ahl,Z =/4.1m 4 "
h,
X = <h3> P, @< Ahy, =1.2m .,
h4 hl =0m 4

‘D(X’) =L Gesucht: h,, hs, h,



Ausgleichung bei linearem
funktionalen Modell

Beispiel 2: Ausgleichung von Hohendifferenzen

Ahm\ 4.1
Ah; 3 ~7.0
L = Ah3,4 = 1.1
Ahy, 1.2
Ah, , / 54/ m
h,
X = <h3>
h
4 h,
hs — h,



Ausgleichung bei linearem
funktionalen Modell

Beispiel 2: Ausgleichung von Hohendifferenzen

Ahm\ 4.1
Ah; 3 ~7.0
L = Ah3,4 = 1.1
Ahy 1.2
Ah4,2/ 54/ m
(e A
X = <h3> { I \
4 h, 1 0 0
hs — h, -1 1 0 h,
®(X)=L=|hs—hs|=| 0 -1 1 <h3>
—hy 0 0 -1 hy
h, — hy 1 0 -1



Ausgleichung bei linearem
funktionalen Modell

Beispiel 2: Ausgleichung von Hohendifferenzen

Ahl,z\ 4.1 GauBR-Normalgleichung:
Ah; 3 —7.0 T av T
L=|Ahzy [=] 11 A"AX =A"L
Ahy 4 1.2
Ah4,2/ 54/ m
(R A
X = h3 { A
h \
* h, 1 0 0
hs — h, -1 1 0 h,
®(X)=L=|hs—hs|=| 0 -1 1 <h3>
—h, 0 0 —-1] \m
h, — h, 1 0 -1



Ausgleichung bei linearem
funktionalen Modell

Beispiel 2: Ausgleichung von Hohendifferenzen

GauBR-Normalgleichung:

ATAX = ATL



Ausgleichung bei linearem
funktionalen Modell

Beispiel 2: Ausgleichung von Hohendifferenzen

GauBR-Normalgleichung:

ATAX = ATL



Ausgleichung bei linearem
funktionalen Modell

Beispiel 2: Ausgleichung von Hohendifferenzen

GauR-Normalgleichung:

ATAX = ATL

L 4.1
—7.0
1.1
1.2
54/ m

1 -1 0 0 1 3 -1 -1
(0 1 -1 0 0 ) <—1 2 —1) ( )
0 O 1 -1 -1 -1 -1 3 m

AT AT A ATL



Ausgleichung bei linearem
funktionalen Modell

Beispiel 2: Ausgleichung von Hohendifferenzen

GauR-Normalgleichung:

ATAX = ATL

L 4.1
—7.0
1.1
1.2
54/ m

1 -1 0 0 1 3 -1 -1 16.5
0O 1 -1 O 0 <—1 2 —1) (—8.1)
0 O 1 -1 -1 -1 -1 3 —5.5/ m

AT AT A ATL



Ausgleichung bei linearem
funktionalen Modell

Beispiel 2: Ausgleichung von Hohendifferenzen

GauBR-Normalgleichung:

ATAX = ATL



Ausgleichung bei linearem
funktionalen Modell

Beispiel 2: Ausgleichung von Hohendifferenzen

42m, __ . —2.6m GauB-NormaIgI/e\mhung:
i O ATAX = AL
/Ah42 =54 m/
Ahs, =1.1m
Ah]_,z =/4.1 m ’
P @< Mhyy =12m N .
Om —1.3 m




Ausgleichung bei linearem
funktionalen Modell

Beispiel 2: Ausgleichung von Hohendifferenzen
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L =AX e



Ausgleichung bei linearem
funktionalen Modell

Beispiel 2: Ausgleichung von Hohendifferenzen

Ausgeglichene Beobachtungen:

L =AX e



Ausgleichung bei linearem
funktionalen Modell

Beispiel 2: Ausgleichung von Hohendifferenzen

Ausgeglichene Beobachtungen:

L =AX X
(<26) N
—1.3/ m
1 0 0 4.2 ARy N\= 5.4 m
1 1 0 —6.8 ARy, =11m
0 —1 1 1.3 Ahl,z =/4.1 m '
0 0 -1 1.3
1 0 -1 55/ m o< Mhus =12m Ny .
A L Om



Ausgleichung bei linearem
funktionalen Modell

Beispiel 2: Ausgleichung von Hohendifferenzen

Ausgeglichene Beobachtungen:

L=AX X —6.8
Ah = =/-0
( 4‘2 ) PZ . 2,3 >‘ P3
—2.6
—1.3/ m 5 5
1 0 0 4.2 =54 1.3
-1 1 0 —6.8 Ahs 4, =3Ftm
O -1 1 1.3
0 0 -1 1.3
1 0 -1 55/ m ®r
A L ‘*



Ausgleichung bei linearem
funktionalen Modell

Beispiel 2: Ausgleichung von Hohendifferenzen

Ausgeglichene Beobachtungen:

L=AX 2
4.2
(_2.6)
—1.3/ m
1 0 0 4.2
-1 1 0 —6.8
O -1 1 1.3 Ahq, =
0 —1 1.3
1 —1 55/ m




Ausgleichung bei linearem
funktionalen Modell (1)

Wenn
L=o(X)=AX

dann erfillt Optimum  (ATA)X = AL



Ausgleichung bei linearem
funktionalen Modell (2)

Wenn
L=o(X)=o(X,) +A(X—X,)
dann erfiillt Optimum  (ATA)x = A¢
mit =L —d(X,)
und X=X, +2x.



1.

2.

3.

4.

Der Ausgleichungsalgorithmus

Welche Beobachtungen liegen vor?
Vektor L, n Elemente
Welche Unbekannte sind gesucht?
Vektor X, u Elemente
Wie lieRen sich die wahren Beobachtungen L bei
gegebenen wahren Unbekannten X berechnen?
funktionales Modell &@: X — L

bzw. L = @(X) = AX

Designmatrix A, n Zeilen, u Spalten

Zeile i, Spalte j: Ableitung von L; nach X;
Lose Normalgleichung ATAX = ATL.

Liefert ausgeglichene Unbekannte X
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