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nach Imhof (1975)

BUNDESREPUBLIK DEUTSCHLAND

Beschriftung (Namen)

fur /

 Linien

* Flachen
* Punkte—

abhangig vom Mal3stab!
(Berlin: Flache oder Punkt)
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nach Imhof (1975)

Kriterien fur gute Beschriftung

1.

Lesbarkeit
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nach Imhof (1975)

Kriterien fur gute Beschriftung

2. klare Zuordnung von Namen zu Objekten
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nach Imhof (1975)

Kriterien fur gute Beschriftung

1. Lesbarkeit

2. klare Zuordnung von Namen zu Objekten

3. Namen sollen anderen Karteninhalt wenig storen (keine

Verdeckung von Objekten)
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nach Imhof (1975)

Kriterien fur gute Beschriftung

4. Namen sollen Verstandnis von Kartenobjekten erleichtern.
5. Schrifttyp und -groRe sollen Klassen und Hierarchien wiedergeben.
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nach Imhof (1975)

Kriterien fur gute Beschriftung

1. Lesbarkeit

2. klare Zuordnung von Namen zu Objekten

3. Namen sollen anderen Karteninhalt wenig storen (keine
Verdeckung von Objekten)

4. Namen sollen Verstandnis von Kartenobjekten erleichtern.

Schrifttyp und -grofSe sollen Klassen und Hierarchien wiedergeben.

6. Dichte der Namen soll angemessen variieren.
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nach Imhof (1975)

Kriterien fur gute Beschriftung
1. Lesbarkeit

2. klare Zuordnung von Namen zu Objekten
3. Namen sollen anderen Karteninhalt wenig storen (keine

Verdeckung von Objekten)

4. Namen sollen Verstandnis von Kartenobjekten erleichtern.

o

Schrifttyp und -grofSe sollen Klassen und Hierarchien wiedergeben.

6. Dichte der Namen soll angemessen variieren.
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Textplazierung:

: 1. Auswahl von Namen

2. Anordnung der Schrift
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Beschriftung von Punkten

fixed-position model
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Bei flinf Punkten gibt es im four-position model
moglicherweise keine Losung, in der alle Punkte
beschriftet werden!

typisches Problem:
* Punktmenge gegeben
 Modell gewahlt

* beschrifte moglichst alle Punkte, so dass sich Label nicht schneiden



Beschriftung von Punkten

o0

5

Bei flinf Punkten gibt es im four-position model
moglicherweise keine Losung, in der alle Punkte
beschriftet werden!

typisches Problem:
* Punktmenge gegeben
 Modell gewahlt

* beschrifte moglichst viele Punkte, so dass sich Label nicht schneiden



Beschriftung von Punkten

Allgemeiner Ansatz fur fixed-position models:
Agarwal et al. (1998): Label placement by maximum independent set in rectangles

* FUr Punktp; miti =1, ..., m gibt es eine diskrete Menge von
Labelpositionen, d.h., eine Menge R; von achsparallelen Rechtecken,
wobei p; € r fir jedes r € R;.
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Beschriftung von Punkten

Allgemeiner Ansatz fir fixed-position models:
Agarwal et al. (1998): Label placement by maximum independent set in rectangles

* FUr Punktp; miti =1, ..., m gibt es eine diskrete Menge von
Labelpositionen, d.h., eine Menge R; von achsparallelen Rechtecken,
wobei p; € r fir jedes r € R;.

°

* gegeben Menge R =R{U---UR,,
* wahle moglichst viele Rechtecke aus R, die sich nicht schneiden

(Es werden nie zwei Rechtecke 7y, 1, flir denselben Punkt p gewahlt, da p in r; und , liegt;
71 und 1, schneiden sich also.)
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* wahle moglichst viele Rechtecke aus R, die sich nicht schneiden



Beschriftung von Punkten
Problem:
 gegeben Menge R von n achsparallelen Rechtecken
* wahle moglichst viele Rechtecke aus R, die sich nicht schneiden

Allgemeinfall: r,

T3

(&1




Beschriftung von Punkten
Problem:
 gegeben Menge R von n achsparallelen Rechtecken
* wahle moglichst viele Rechtecke aus R, die sich nicht schneiden

Allgemeinfall: r, r,
2 r3 c
&1
T,
4 " r
s Ts s
Definition: Te
Der Schnittgraph G = (R, E) Ts

e enthalt einen Knoten fir jedes Rechteck und
 eine Kante {u, v} wenn sich die Rechtecke u und v schneiden.
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Beschriftung von Punkten
Problem:
 gegeben Menge R von n achsparallelen Rechtecken
* wahle moglichst viele Rechtecke aus R, die sich nicht schneiden

Allgemeinfall: r, r,
2 r3 c
&1
T,
4 "
s Ts s
Definition: Te
Der Schnittgraph G = (R, E) Ts

e enthalt einen Knoten fir jedes Rechteck und
 eine Kante {u, v} wenn sich die Rechtecke u und v schneiden.
Losung:
* Finde grofite unabhdngige Menge in G
fur Schnittgraphen von gleich grofien Quadraten NP-schwer!
(Imai & Asano, 1983)



Beschriftung von Punkten
Problem:
 gegeben Menge R von n achsparallelen Rechtecken
* wahle moglichst viele Rechtecke aus R, die sich nicht schneiden

Allgemeinfall: r, r,
2 r3 c
&1
T,
4 . r,
s Ts s
Definition: Te
Der Schnittgraph G = (R, E) Ts

e enthalt einen Knoten fir jedes Rechteck und
 eine Kante {u, v} wenn sich die Rechtecke u und v schneiden.

Ziel: Approximationsalgorithmus

Ansatz:
Verwende Algorithmus fiir einfachen Spezialfall
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r=r'

return S
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Beschriftung von Punkten
Problem:
 gegeben Menge R von n achsparallelen Rechtecken
* wahle moglichst viele Rechtecke aus R, die sich nicht schneiden

Spezialfall:
* Es gibt eine horizontale Gerade, die alle Rechtecke in R schneidet.

Algorithmus:

Greedy!

Laufzeit:
« O(nlogn)
* bzw. O(n), wenn Eingabe bereits geordnet
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Beschriftung von Punkten
Problem:
 gegeben Menge R von n achsparallelen Rechtecken
* wahle moglichst viele Rechtecke aus R, die sich nicht schneiden

Allgemeinfall: y, ¥med

T3

Te

Definitionen: :
* Sei Xpeq der Median von {r.xMin,r.xMax | r € R}.

* Sei R{, € R die Menge der Rechtecke auf der Vertikalen durch x,eq.
* Sei R; € R die Menge der Rechtecke links der Vertikalen durch x,eq.
* Sei R, © R die Menge der Rechtecke rechts der Vertikalen durch xeq




Beschriftung von Punkten
Problem:
 gegeben Menge R von n achsparallelen Rechtecken
* wahle moglichst viele Rechtecke aus R, die sich nicht schneiden

Allgemeinfall: y, ¥med

T3

Algorithmus (firn < 2):

if n = 0 thenreturn @
ifn=1orr, Nr, # @ then return {ry}
return {r, ,}



Beschriftung von Punkten
Problem:
 gegeben Menge R von n achsparallelen Rechtecken
* wahle moglichst viele Rechtecke aus R, die sich nicht schneiden

Allgemeinfall: y, ¥med

T3

Algorithmus (firn > 2): . re ™
Berechne R{5,R{, R, °
Lose Problem fur R, optimal mit Greedy-Algorithmus — [,

Lése Problem fur R4 durch rekursiven Aufruf des Algorithmus — I
Lése Problem fir R, durch rekursiven Aufruf des Algorithmus — I,
if |[I15] = |I;]| + |I,] then

‘ return I,

else

Lreturn LU,
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‘ return I,

else
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Problem:
 gegeben Menge R von n achsparallelen Rechtecken
* wahle moglichst viele Rechtecke aus R, die sich nicht schneiden

Allgemeinfall: y, ¥med

T3

Ty

Algorithmus (firn > 2): Iy v 1,

Berechne R{5,R{, R, :
Lose Problem fur R, optimal mit Greedy-Algorithmus — [,

Lése Problem fur R4 durch rekursiven Aufruf des Algorithmus — I
Lése Problem fir R, durch rekursiven Aufruf des Algorithmus — I,
if |[I15] = |I;]| + |I,] then

‘ return I,

else

Lreturn LU,

s T

Te




Beschriftung von Punkten

Algorithmus (firn > 2):
Berechne R{5,R{, R,
Lése Problem fur R4, optimal mit Greedy-Algorithmus — I,
Lése Problem fir Ry durch rekursiven Aufruf des Algorithmus — I
Lése Problem fir R, durch rekursiven Aufruf des Algorithmus — I,
if [I1,] = |I1| + |I;] then

return I,

else

return [; U I,




Beschriftung von Punkten

Algorithmus (firn > 2):
Berechne R{5,R{, R,
Lése Problem fur R4, optimal mit Greedy-Algorithmus — I,
Lése Problem fir Ry durch rekursiven Aufruf des Algorithmus — I
Lése Problem fir R, durch rekursiven Aufruf des Algorithmus — [,
if [I1,] = |I1| + |I;] then

return I,

else

return [; U I,

Behauptung: Der Algorithmus liefert eine Losung I mit |I| = |I*|/log |R|,
wobei I eine optimale Losung ist.



Beschriftung von Punkten

Algorithmus (firn > 2):
Berechne R{5,R{, R,
Lése Problem fur R4, optimal mit Greedy-Algorithmus — I,
Lése Problem fir Ry durch rekursiven Aufruf des Algorithmus — I
Lése Problem fir R, durch rekursiven Aufruf des Algorithmus — [,
if [I1,] = |I1| + |I;] then

return I,

else

return [; U I,

Behauptung: Der Algorithmus liefert eine Losung I mit |I| = |I*|/log |R|,
wobei I eine optimale Losung ist.

Beweis durch Induktion:
Behauptung stimmt fir |[R| < 2
Zu zeigen:
Wenn Behauptung fir |R| < n stimmt, dann auch fur |R| = n



Beschriftung von Punkten

Algorithmus (firn > 2):
Berechne R{5,R{, R,
Lése Problem fur R4, optimal mit Greedy-Algorithmus — I,
Lése Problem fir Ry durch rekursiven Aufruf des Algorithmus — I
Lése Problem fir R, durch rekursiven Aufruf des Algorithmus — I,
if [I1,] = |I1| + |I;] then

return I,

else

return [; U I,

Beweis durch Induktion:
I7,, 17, I5 seien optimale Losungen fur R{,, R1, R,
|I12| = [I12] = |[I" N Ry,|



Beschriftung von Punkten

Algorithmus (firn > 2):
Berechne R{5,R{, R,
Lése Problem fur R4, optimal mit Greedy-Algorithmus — I,
Lése Problem fir Ry durch rekursiven Aufruf des Algorithmus — I
Lése Problem fir R, durch rekursiven Aufruf des Algorithmus — [,
if [I1,] = |I1| + |I;] then

return I,

else

return [; U I,

Beweis durch Induktion:
I7,, 17, I5 seien optimale Losungen fur R{,, R1, R,
|I12| = [I12] = |[I" N Ry,|
[11] = |I{[/log(n/2) =|I" N Ry|/(logn — 1)

I_I—\

wegen |R;| < n/2 und Induktionsannahme



Beschriftung von Punkten

Algorithmus (firn > 2):
Berechne R{5,R{, R,
Lése Problem fur R4, optimal mit Greedy-Algorithmus — I,
Lése Problem fir Ry durch rekursiven Aufruf des Algorithmus — I
Lése Problem fir R, durch rekursiven Aufruf des Algorithmus — [,
if [I1,] = |I1| + |I;] then

return I,

else

return [; U I,

Beweis durch Induktion:
I7,, 17, I5 seien optimale Losungen fur R{,, R1, R,
|I12| = [I12] = |[I" N Ry,|
|| = [I" N Ry|/(logn — 1)



Beschriftung von Punkten

Algorithmus (firn > 2):
Berechne R{5,R{, R,
Lése Problem fur R4, optimal mit Greedy-Algorithmus — I,
Lése Problem fir Ry durch rekursiven Aufruf des Algorithmus — I
Lése Problem fir R, durch rekursiven Aufruf des Algorithmus — [,
if [I1,] = |I1| + |I;] then

return I,

else

return [; U I,

Beweis durch Induktion:
I7,, 17, I5 seien optimale Losungen fur R{,, R1, R,
|I12| = [I12] = |[I" N Ry,|
[I1] = |[I" N Ry|/(ogn —1), |I;| = [I" N Ry|/(logn — 1)



Beschriftung von Punkten

Algorithmus (firn > 2):
Berechne R{5,R{, R,
Lése Problem fur R4, optimal mit Greedy-Algorithmus — I,
Lése Problem fir Ry durch rekursiven Aufruf des Algorithmus — I
Lése Problem fir R, durch rekursiven Aufruf des Algorithmus — [,
if [I1,] = |I1| + |I;] then

return I,

else

return [; U I,

Beweis durch Induktion:
I7,, 17, I5 seien optimale Losungen fur R{,, R1, R,
112| = [I12] = |[I" N Ry,|
L| = [I"Ry|/(logn—1), |I;| = |I" N Ry|/(logn —1)

I| = max{|l,|, |I1] + L]}



Beschriftung von Punkten

Algorithmus (firn > 2):
Berechne R{5,R{, R,
Lése Problem fur R4, optimal mit Greedy-Algorithmus — I,
Lése Problem fir Ry durch rekursiven Aufruf des Algorithmus — I
Lése Problem fir R, durch rekursiven Aufruf des Algorithmus — [,
if [I1,] = |I1| + |I;] then

return I,

else

return [; U I,

Beweis durch Induktion:
I7,, 17, I5 seien optimale Losungen fur R{,, R1, R,
112| = [I12] = |[I" N Ry,|
L| = [I"Ry|/(logn—1), |I;| = |I" N Ry|/(logn —1)

|I*nR1|+|I*nR2|}

I| = max{|I;, || + |2} = max{|I" N Ry], i



Beschriftung von Punkten

Algorithmus (firn > 2):
Berechne R{5,R{, R,
Lése Problem fur R4, optimal mit Greedy-Algorithmus — I,
Lése Problem fir Ry durch rekursiven Aufruf des Algorithmus — I
Lése Problem fir R, durch rekursiven Aufruf des Algorithmus — [,
if [I1,] = |I1| + |I;] then

return I,

else

return [; U I,

Beweis durch Induktion:
I7,, 17, I5 seien optimale Losungen fur R{,, R1, R,
112| = [I12] = |[I" N Ry,|
L| = [I"Ry|/(logn—1), |I;| = |I" N Ry|/(logn — 1)

i} I*NRy|+|I*NR
I| = max{|l,|, || + ||} = max{ll N R12|’[l lolglnl—l 2@

— |I*| = [I" N Ry, |




Beschriftung von Punkten

Algorithmus (firn > 2):
Berechne R{5,R{, R,
Lése Problem fur R4, optimal mit Greedy-Algorithmus — I,
Lése Problem fir Ry durch rekursiven Aufruf des Algorithmus — I
Lése Problem fir R, durch rekursiven Aufruf des Algorithmus — [,
if [I1,] = |I1| + |I;] then

return I,

else

return [; U I,

Beweis durch Induktion:
I7,, 17, I5 seien optimale Losungen fur R{,, R1, R,
112| = [I12] = |[I" N Ry,|
L| = [I"Ry|/(logn—1), |I;| = |I" N Ry|/(logn —1)

|I"|=|I"NR4,| }
logn—1

I| = max{|I;, || + |2} = max{|I" N Ry],



Beschriftung von Punkten

Algorithmus (firn > 2):
Berechne R{5,R{, R,
Lése Problem fur R4, optimal mit Greedy-Algorithmus — I,
Lése Problem fir Ry durch rekursiven Aufruf des Algorithmus — I
Lése Problem fir R, durch rekursiven Aufruf des Algorithmus — [,
if [I1,] = |I1| + |I;] then

return I,

else

return [; U I,

Beweis durch Induktion:
175,11, 15 seien optimale Losungen fiir R1,, R1, R,
[*| = [I" 0 Ryp }
logn —1

|I| = max{|I,|, |I;| + ||} = max{l]* N Ry,



Beschriftung von Punkten

Algorithmus (firn > 2):
Berechne R{5,R{, R,
Lése Problem fur R4, optimal mit Greedy-Algorithmus — I,
Lése Problem fir Ry durch rekursiven Aufruf des Algorithmus — I
Lése Problem fir R, durch rekursiven Aufruf des Algorithmus — I,
if [I1,] = |I1| + |I;] then

return I,

else

return [; U I,

Beweis durch Induktion:
175,11, 15 seien optimale Losungen fiir R1,, R1, R,
[*| = [I" 0 Ryy }
logn —1

\I| = max{|I,], |I{| + ||} = max{ll* N Rq5],
Fall [I" N R{5| = |I"|/logn:

Il = |I"|/logn



Beschriftung von Punkten

Algorithmus (firn > 2):
Berechne R{5,R{, R,
Lése Problem fur R4, optimal mit Greedy-Algorithmus — I,
Lése Problem fir Ry durch rekursiven Aufruf des Algorithmus — I
Lése Problem fir R, durch rekursiven Aufruf des Algorithmus — I,
if [I1,] = |I1| + |I;] then

return I,

else

return [; U I,

Beweis durch Induktion:
175,11, 15 seien optimale Losungen fiir R1,, R1, R,
[I"| — [I" N Ry2| }
logn—1

\I| = max{|I,], |I{| + ||} = max{l]* N Rq,|,
Fall [I" N R{»| < |I"|/logn:

1=



Beschriftung von Punkten

Algorithmus (firn > 2):
Berechne R{5,R{, R,
Lése Problem fur R4, optimal mit Greedy-Algorithmus — I,
Lése Problem fir Ry durch rekursiven Aufruf des Algorithmus — I
Lése Problem fir R, durch rekursiven Aufruf des Algorithmus — I,
if [I1,] = |I1| + |I;] then

return I,

else

return [; U I,

Beweis durch Induktion:
175,11, 15 seien optimale Losungen fiir R1,, R1, R,
[I"| — [I" N Ry2| }
logn—1

\I| = max{|I,], |I{| + ||} = max{l]* N Rq,|,
Fall [I" N R{»| < |I"|/logn:
[I*| = [I"[/logn

Il =
1= logn —1




Beschriftung von Punkten

Algorithmus (firn > 2):
Berechne R{5,R{, R,
Lése Problem fur R4, optimal mit Greedy-Algorithmus — I,
Lése Problem fir Ry durch rekursiven Aufruf des Algorithmus — I
Lése Problem fir R, durch rekursiven Aufruf des Algorithmus — I,
if [I1,] = |I1| + |I;] then

return I,

else

return [; U I,

Beweis durch Induktion:
175,11, 15 seien optimale Losungen fiir R1,, R1, R,
[I"| — [I" N Ry2| }
logn—1

\I| = max{|I,], |I{| + ||} = max{l]* N Rq,|,

Fall [I" N R{»| < |I"|/logn:
T—11/logn . 1]
logn —1 logn

- )= logn —1

logn

V= , denn logn(l —




Beschriftung von Punkten

Algorithmus (firn > 2):
Berechne R{5,R{, R,
Lése Problem fur R4, optimal mit Greedy-Algorithmus — I,
Lése Problem fir Ry durch rekursiven Aufruf des Algorithmus — I
Lése Problem fir R, durch rekursiven Aufruf des Algorithmus — [,
if [I1,] = |I1| + |I;] then

return I,

else

return [; U I,

Beweis durch Induktion:
175,11, 15 seien optimale Losungen fiir R1,, R1, R,

Also gilt in beiden Féllen: [I| = ] ©

— logn




Beschriftung von Punkten

Algorithmus (firn > 2):
Berechne R{5,R{, R,
Lése Problem fur R4, optimal mit Greedy-Algorithmus — I,
Lése Problem fir Ry durch rekursiven Aufruf des Algorithmus — I
Lése Problem fir R, durch rekursiven Aufruf des Algorithmus — I,
if [I1,] = |I1| + |I;] then

return I,

else

return [; U I,

Laufzeit:
T(n) =2T(n/2) + 0(n)

!

Rekursionen



Beschriftung von Punkten

Algorithmus (firn > 2):
Berechne R{5,R{, R,
Lése Problem fur R4, optimal mit Greedy-Algorithmus — I,
Lése Problem fir Ry durch rekursiven Aufruf des Algorithmus — I
Lése Problem fir R, durch rekursiven Aufruf des Algorithmus — [,
if [I1,] = |I1| + |I;] then

return I,

else

return [; U I,

Laufzeit:
T(n) =2T(n/2) + 0(n) = 0(nlogn)

Berechnung von R;{,, R{, R,
Greedy-Algorithmus (Sortierung nur am Anfang
erforderlich)
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Boundary Labeling
opo-Leader

(orthogonal + parallel + orthogonal)

Rostock

Hamburg

Berlin

Nurnberg




Boundary Labeling mit o-Leadern

Jan-Henrik Haunert, Martin No6llenburg und Andreas Gemsa
ACM Trans. Spatial Algorithms & Syst., 1(1):1-30, 2015

Chicago Board of Trade Building jg 111 South Wacker
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Boundary Labeling mit o-Leadern

Chicago Board of Trade Building jg 111 South Wacker

Willis Tower AT&T Corporate Center Mid-Continental Plaza One Prudential Plaza John Hancock Center The Parkshore
311 South Wacker | l CNA Center 77 West Wacker IBM Plaza 340 on the Park North Pier Apartments Ji Lake Point Tower
I

Chase Tower fil Three First National Plaza i Leo Burnett Building jf Two Prudential Plaza Water Tower Place il Harbor Point

gegeben:
* eine Menge von Punkten mit x-Koordinaten xq, ..., X,.
* ein Label L; fir jeden Punkt x; mit Hohe 1 und Breite I¥/;.



Boundary Labeling mit o-Leadern

Chicago Board of Trade Building i 111 South Wacker Chase Tower gl Three First National Plaza jgf Leo Burnett Building i Two Prudential Plaza Water Tower Place jjf Harbor Point

Willis Tower AT&T Corporate Center Mid-Continental Plaza One Prudential Plaza Aon Center John Hancock Center The Parkshore
311 South Wacker | l CNA Center 77 West Wacker IBM Plaza 340 on the Park JJ Park Tower North Pier Apartments J§ Lake Point Tower
ILH]
| ]

gegeben:
* eine Menge von Punkten mit x-Koordinaten xq, ..., X,.
* ein Label L; fir jeden Punkt x; mit Hohe 1 und Breite I¥/;.

gesucht:

* eine x-Koordinate X; € R fiir jedes Label (bzw. dessen rechten Rand).
* eine y-Koordinate Y; € Z{ fiir jedes Label (bzw. die Zeile des Labels).
Label miissen durch vertikale Leader mit Punkten verbunden werden.
Schnitte von Labeln bzw. zwischen Labeln und Leadern sind verboten!



Boundary Labeling mit o-Leadern

Chicago Board of Trade Building i 111 South Wacker Chase Tower gl Three First National Plaza jgf Leo Burnett Building i Two Prudential Plaza Water Tower Place jjf Harbor Point

Willis Tower AT&T Corporate Center Mid-Continental Plaza One Prudential Plaza Aon Center John Hancock Center The Parkshore
311 South Wacker | l CNA Center 77 West Wacker IBM Plaza 340 on the Park JJ Park Tower North Pier Apartments J§ Lake Point Tower
ILH]
| ]

gegeben:
* eine Menge von Punkten mit x-Koordinaten xq, ..., X,.
* ein Label L; fir jeden Punkt x; mit Hohe 1 und Breite I¥/;.

gesucht:

* eine x-Koordinate X; € R fiir jedes Label (bzw. dessen rechten Rand).
* eine y-Koordinate Y; € Z{ fiir jedes Label (bzw. die Zeile des Labels).
Label miissen durch vertikale Leader mit Punkten verbunden werden.
Schnitte von Labeln bzw. zwischen Labeln und Leadern sind verboten!

Ziel: minimiere die Anzahl der Zeilen



Boundary Labeling mit o-Leadern

Es gibt immer eine Losung mit [n/2] Zeilen.



Boundary Labeling mit o-Leadern

Losung mit minimaler Zeilenanzahl durch dynamische Programmierung

Definition:

Ein (i, /, k)-Labeling ist eine Losung fir die Label L;, ..., L; so dass
* Label L; und L; in Zeile k sind und
* Label L;;4, ..., Lj—y in Zeile k oder darunter sind

| |
o by F o
P2
D P4

P1 Ps
Beispiel: ein (2,5,2)-Labeling



Boundary Labeling mit o-Leadern

Losung mit minimaler Zeilenanzahl durch dynamische Programmierung

Definition:

Ein (i, /, k)-Labeling ist eine Losung fir die Label L;, ..., L; so dass
* Label L; und L; in Zeile k sind und
* Label L;;4, ..., Lj—y in Zeile k oder darunter sind

Definition:
Ein (i, j, k)-Labeling ist kompakt, wenn es kein (i, j, k)-Labeling gibt, in dem X; kleiner ist

| |
o by F o
P2
D P4

P1 Ps
Beispiel: ein (2,5,2)-Labeling



Boundary Labeling mit o-Leadern

Losung mit minimaler Zeilenanzahl durch dynamische Programmierung

Definition:

Ein (i, /, k)-Labeling ist eine Losung fir die Label L;, ..., L; so dass
* Label L; und L; in Zeile k sind und
* Label L;;4, ..., Lj—y in Zeile k oder darunter sind

Definition:
Ein (i, j, k)-Labeling ist kompakt, wenn es kein (i, j, k)-Labeling gibt, in dem X; kleiner ist

([ ] )
p, P2 Py Ds
P3

Beispiel: ein kompaktes (2,5,2)-Labeling



Boundary Labeling mit o-Leadern

Losung mit minimaler Zeilenanzahl durch dynamische Programmierung

Ansatz:
1. Definiere zwei Dummy-Label
e Ly mit Xog=x1— M und W, =
e L,iq mit Xn+1 = Xp41 + M und Wui1 =0

(M = [max {W;}, bzw. groRe Konstante)
1=1,...,n

T




Boundary Labeling mit o-Leadern

Losung mit minimaler Zeilenanzahl durch dynamische Programmierung

Ansatz:
1. Definiere zwei Dummy-Label
e Ly mit Xog=x1— M und W, =
e L,iq mit Xn+1 = Xp41 + M und Wui1 =0

(M = [max {W;}, bzw. groRe Konstante)
1=1,...,n

bl ‘__F_(IITIII B




Boundary Labeling mit o-Leadern

Losung mit minimaler Zeilenanzahl durch dynamische Programmierung

Ansatz:
1. Definiere zwei Dummy-Label
e Ly mit Xog=x1 —M und Wy=20
e L,iq mit Xn+1 = Xp41 + M und Wui1 =0

(M = [max {W;}, bzw. groRe Konstante)
1=1,...,n

2. Furk=1,...,[n/2] teste, ob es ein (0,n + 1, k)-Labeling gibt

Lo | | Lniq

Rl




Boundary Labeling mit o-Leadern

Losung mit minimaler Zeilenanzahl durch dynamische Programmierung

Es gibt ein (i, j, k)-Labeling

* Einfach zu entscheiden, wenn k = 1.
* Immer wahr, wenni =j.

Problem:
* Entscheide fiurk > 1undi <.



Boundary Labeling mit o-Leadern
Losung mit minimaler Zeilenanzahl durch dynamische Programmierung

Es gibt ein (i, j, k)-Labeling <

IRl

bi Dj



Boundary Labeling mit o-Leadern
Losung mit minimaler Zeilenanzahl durch dynamische Programmierung

Es gibt ein (i, j, k)-Labeling <

Es gibteini < £ < jsodass
* esein (¢,j, k — 1)-Labeling gibt

pi Pe



Boundary Labeling mit o-Leadern
Losung mit minimaler Zeilenanzahl durch dynamische Programmierung

Es gibt ein (i, j, k)-Labeling <

Es gibteini < £ < jsodass
* esein (¢,j, k — 1)-Labeling gibt

IRl

1 Pj




Boundary Labeling mit o-Leadern
Losung mit minimaler Zeilenanzahl durch dynamische Programmierung

Es gibt ein (i, j, k)-Labeling <

Es gibteini < £ < jsodass
* esein (¢,j, k — 1)-Labeling gibt und
* esein (i,%, k)-Labeling gibt




Boundary Labeling mit o-Leadern
Losung mit minimaler Zeilenanzahl durch dynamische Programmierung

Es gibt ein (i, j, k)-Labeling <

Es gibteini < £ < jsodass
* esein (¢,j, k — 1)-Labeling gibt und
* esein (i, %, k)-Labeling gibt, in dem X, < x;

& -



Boundary Labeling mit o-Leadern
Losung mit minimaler Zeilenanzahl durch dynamische Programmierung

Es gibt ein (i, j, k)-Labeling <

Es gibteini < £ < jsodass
* esein (¢,j, k — 1)-Labeling gibt und
* es ein kompaktes (i, £, k)-Labeling gibt, in dem X, < X;

& -



Boundary Labeling mit o-Leadern
Losung mit minimaler Zeilenanzahl durch dynamische Programmierung

Es gibt ein (i, j, k)-Labeling <
Es gibteini < £ < jsodass
* esein (¢,j, k — 1)-Labeling gibt und
* es ein kompaktes (i, £, k)-Labeling gibt, in dem X, < X;
Zu berechnen:
T'li,], k] = X; in einem kompakten (i, j, k)-Labeling (co wenn es dies nicht gibt).



Boundary Labeling mit o-Leadern
Losung mit minimaler Zeilenanzahl durch dynamische Programmierung

Es gibt ein (i, j, k)-Labeling <

Es gibteini < £ < jsodass
* esein (¢,j, k — 1)-Labeling gibt und
* es ein kompaktes (i, £, k)-Labeling gibt, in dem X, < X;

Zu berechnen:
T'li,], k] = X; in einem kompakten (i, j, k)-Labeling (0, wenn es das nicht gibt).

Annahme: Vorganger L, von L; in kompaktem (i, j, k)-Labeling bekannt.

Tli,j, k] = max{x], Ti, ¥ k] +W}



Boundary Labeling mit o-Leadern
Losung mit minimaler Zeilenanzahl durch dynamische Programmierung

Es gibt ein (i, j, k)-Labeling <

Es gibteini < £ < jsodass
* esein (¢,j, k — 1)-Labeling gibt und
* es ein kompaktes (i, £, k)-Labeling gibt, in dem X, < X;

Zu berechnen:
T'li,], k] = X; in einem kompakten (i, j, k)-Labeling (co wenn es dies nicht gibt).

Annahme: Vorganger L, von L; in kompaktem (i, j, k)-Labeling bekannt.

Tli,j, k] = max{x], Ti, ¥ k] +W}




Boundary Labeling mit o-Leadern
Losung mit minimaler Zeilenanzahl durch dynamische Programmierung

Es gibt ein (i, j, k)-Labeling <

Es gibteini < £ < jsodass
* esein (¢,j, k — 1)-Labeling gibt und
* es ein kompaktes (i, £, k)-Labeling gibt, in dem X, < X;

Zu berechnen:
T'li,], k] = X; in einem kompakten (i, j, k)-Labeling (co wenn es dies nicht gibt).

Annahme: Vorgédnger L, von L; in kompaktem (i,], k)-Labeling bekannt.

Tli,j, k] = max{x], Ti, ¥ k] +W}

| 5] ==

pi Pe pj pi Pe pj
Tli,j, k] = x; Tli,j, k] = T[i, ¢, k] + W

®
o
—



Boundary Labeling mit o-Leadern
Losung mit minimaler Zeilenanzahl durch dynamische Programmierung

Es gibt ein (i, j, k)-Labeling <

Es gibteini < £ < jsodass
* esein (¢,j, k — 1)-Labeling gibt und
* es ein kompaktes (i, £, k)-Labeling gibt, in dem X, < X;

Zu berechnen:
T'li,], k] = X; in einem kompakten (i, j, k)-Labeling (co wenn es dies nicht gibt).

Annahme: Vorganger L, von L; i1 xovmeattam G I e liiig Dekannt.
v : RPN

Tli,j, k] = max{x], Ti, ¥ k] +W}

Sonst:

i <P<j
Ti,j, k] = min max{x], Ti, ¥ k] +W} T, ¢, k] < x;
T4,j,k—1] < o




Boundary Labeling mit o-Leadern
Losung mit minimaler Zeilenanzahl durch dynamische Programmierung

Es gibt ein (i, j, k)-Labeling <

Es gibteini < £ < jsodass
* esein (¢,j, k — 1)-Labeling gibt und
* es ein kompaktes (i, £, k)-Labeling gibt, in dem X, < X;

Zu berechnen:
T'li,], k] = X; in einem kompakten (i, j, k)-Labeling (co wenn es dies nicht gibt).

Annahme: Vorganger L, von L; in kompaktem (i, j, k)-Labeling bekannt.
Tli,j, k] = max{x], i, 0, k| + W}

Sonst:

i <P<j
Ti,j, k] = min max{x], Ti, ¥ k] +W} T, ¢, k] < x;
T4,j,k—1] < o
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Boundary Labeling mit o-Leadern
Losung mit minimaler Zeilenanzahl durch dynamische Programmierung

Es gibt ein (i, j, k)-Labeling <

Es gibteini < £ < j so dass
* esein (¢,], k — 1)-Labeling gibt und
* es ein kompaktes (i, £, k)-Labeling gibt, in dem X, < X;

Zu berechnen:
T'li,], k] = X; in einem kompakten (i, j, k)-Labeling (oo wenn es dies nicht gigt).

Annahme: Vorganger L, von L; in kompaktem (i,], k)-Labeling bekan
Tli,j, k] = max{xj, i, 0, k| + W}

Sonst:

i <P<j
Ti,j, k] = min max{x], Ti, ¥ k] +W} T, ¢, k] < x;
T4,j,k—1] < o




Boundary Labeling mit o-Leadern

Losung mit minimaler Zeilenanzahl durch dynamische Programmierung

Algorithmus:

Berechne alle T'[i, j, 1] (mit einem einfachen Greedy-Algorithmus)
fork = 2to[n/2]| do
forj = 1ton+1do
fori=0toj —1do
berechne T'[i, j, k] nach (1)
i T[i,j, k] = Xj
_ifT[0,n+ 1, k] < oo then return k

i<t<j

T[i,j, k] = min{ max{x;, T[i, ¢, k] + W;}| Tli, 4, k] <x; (1)
T4,j,k—1] < o




Boundary Labeling mit o-Leadern

Losung mit minimaler Zeilenanzahl durch dynamische Programmierung

Algorithmus:

Berechne alle T'[i, j, 1] (mit einem einfachen Greedy-Algorithmus)
fork = 2to[n/2]| do
forj = 1ton+1do

fori=0toj —1do
berechne T°[i, j, k] nach (1) Laufzeit: 0(kn3)
i T[i,j, k] = .'X'j

_ifT[0,n+ 1, k] < oo then return k

i<t<j

T[i,j, k] = min{ max{x;, T[i, ¢, k] + W;}| Tli, 4, k] <x; (1)
T4,j,k—1] < o




