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erreichte Punkte

Zusatzaufgabe: Aufgabe 8(d)—(e) mit insgesamt 8 Zusatzpunkten.

Bearbeitungszeit: 90 Minuten. Mit 16 der 33 (+8) Punkte haben Sie bestanden.

Aufgabe 1 / 3 Punkte
Zeigen Sie mittels vollstandiger Induktion, dass fiir alle k£ € N> gilt:
k
2y 3 =311
i=0
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Aufgabe 2 ‘ / 4 Punkte
Gegeben sei folgende Methode:

SomeMethod(List L, int k)

x = L.head
while = # nil and k£ > 0 do
T = x.next

if x # nil then
L x.prev = L.head.prev

L.head =
k=Fk—1

SomeMethod wird auf die unten abgebildete Liste L mit dem Parameter k = 2 angewandt.
Zeichnen Sie die Liste nach jedem Schleifendurchlauf nochmal hin. (Wir nehmen an, dass die
Methode Zugriff auf die Attribute der Listen und der Listenelemente hat.)

t~

oo 8 [ 6 [ 2 [ e[ 5

head  nil nal

Was macht die Methode mit L in Abhangigkeit von k7
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Aufgabe 3 ‘ /4 Punkte‘
Gegeben sei ein Feld A = (s, s,s,...,s,w,w,w,...,w) der Lange n. Geben Sie in gut kom-
mentiertem Pseudocode einen Algorithmus an, der die Lange der s-Sequenz in Zeit O(logn)
bestimmt.

int  SLength(int[] A)
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Aufgabe 4 | /5 Punkte|
Sie mochten eine Wiiste moglichst schnell iiberqueren. Sie haben eine anfangs volle Wasser-
flasche dabei, die fiir & Kilometer ausreicht. Auf lhrem Weg passieren Sie n Oasen, wo Sie
Ihre Flasche wieder auffiillen konnen. Da das Auffiillen jedoch lange dauert (Sie miissen erst
das Wasser aus einem tiefen Brunnen holen), méchten Sie méglichst wenige Zwischenstopps
vornehmen.

Geben Sie in gut kommentiertem Pseudocode einen Algorithmus CountMinStops an, der die
minimale Anzahl der Zwischenstopps zuriickgibt. Als Eingabe erhalt der Algorithmus den
Wert k sowie ein Feld A der Linge n, wobei A[] fiir jedes i = 1,...,n den Abstand (in km)
der i-ten Oase zum Startpunkt enthélt. Die n-te Oase ist das Ziel. Falls das Ziel nicht erreicht
werden kann, geben Sie oo zuriick.

int  CountMinStops(int[] A, int k)

4 /Lehrstuhl fiir Informatik |



Algorithmen und Datenstrukturen

Um was fiir einen Typ von Algorithmus handelt es sich?

Analysieren Sie die Worst-Case-Laufzeit lhres Algorithmus in Abhangigkeit von der Anzahl n
der Oasen.

Beweisen Sie die Korrektheit lhres Algorithmus: Warum liefert er die kleinstmégliche Anzahl
von Zwischenstopps?
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Aufgabe 5 | /3 Punkte
Beim doppelten Hashing ist es wichtig, dass die Hashfunktionen zueinander passen. Argumen-
tieren Sie bei den folgenden Hashfunktionen, warum sie als Funktion hy (k) fiir das doppelte
Hashing in einer Tabelle 7'[0..31] mit

h(k) = (ho(k) + il (k)) mod 32

und
ho(k) = (3k + 5) mod 32

nicht geeignet sind.

Geben Sie hierzu jeweils auch ein k an, das die Problematik aufzeigt.

(a) hu(k) =30 —2- (k mod 15)

(b) hi(k) = (k +3) mod 10

(c) hu(k) = (29 — 2k) mod 19

Aufgabe 6 | /4 Punkte
Wahlen Sie aus der folgenden Menge von Funktionen eine maximale Teilmenge aus, deren
Summe in O(n%?logn) liegt. Kreisen Sie die gewahlten Funktionen ein!

{ ™2 %ng, n? —n'/? n'? log, (100n),
(n+1)*?log,n, n'!, 2", 10000022,
100000y, . (log, n)wom, nyv/n, plos2n logam
(\/g)log2n7 2310g2 vn \/ﬁ’ (\/ﬁ)log2(n3) log(n?’), 33/2-10g2n }
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Aufgabe 7 | /4 Punkte|
Gesucht ist ein Algorithmus, der ermittelt, wieviele Ziige man mindestens bendtigt, um auf
einem Schachbrett mit n x n Feldern einen Springer von Feld (z1,y1) zu Feld (z2,y2) zu
bewegen.

Die Schachregeln legen fiir jedes Feld (x,y) eine Menge Z, ) von bis zu acht Feldern fest.
In einem Zug muss der Springer von seinem Feld (x,y) auf eines der Felder in Z, ,) bewegt
werden.

Geben Sie in Worten einen effizienten Algorithmus an, der die erforderliche Anzahl an Ziigen
in O(n?) Zeit berechnet. Ist das Zielfeld nicht erreichbar, so soll co zuriickgegeben werden.

Sie diirfen Methoden aus der Vorlesung verwenden.
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Aufgabe 8
Sei A ein Feld der Liange n. Eine Inversion ist ein Paar (7,j) mit der Eigenschaft, dass
1 <i<j<nund Ali] > A[j].

(a) Geben Sie alle Inversionen im Feld (2,3,8,6,1) an. /2 P.

(b) Geben Sie ein Feld der Lange n mit Wertebereich {1,...,n} an, bei dem die Anzahl /2P.

der Inversionen maximal ist (liber alle Felder der Lange n mit gleichem Wertebereich).

Wie viele Inversionen sind es?

(c) Erklaren Sie, wie die Laufzeit T'(A) von InsertionSort von der Anzahl I(A) der Inversio- /2 P.

nen im Feld A abhangt, wobei n = A.length.

T(A) =

(d) / 4 Zusatzpunkte

Die Datenstruktur Rot-Schwarz-Baum soll um eine Methode CountSmaller(k) augmen-
tiert werden, die die Anzahl der Elemente im Baum bestimmt, die kleiner als die Ein-
gabe k sind. Die Laufzeit von CountSmaller soll in O(logm) sein, wobei m die aktuelle
Anzahl der Elemente im Baum ist.

Hierzu wird fiir jeden Knoten v das Attribut v.size eingefiihrt, das die Anzahl der
Elemente im Teilbaum mit Wurzel v speichert.

Begriinden Sie, warum der Wert von size in allen Knoten aufrechterhalten werden kann,
ohne die asymptotische Laufzeit der {ibrigen Rot-Schwarz-Baum-Methoden zu andern:
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Vervollstandigen Sie die angegebene rekursive Methode CountSmaller.

int  CountSmaller(int k£, Node = = root)

if © == nil then
L return

if £ < x.key then
L return CountSmaller(k, )

else if k£ > z.key then
return x. + 1+ CountSmaIIer(k,

else
if x.left == nil then
t return

else return z.

()

/ 4 Zusatzpunkte

Geben Sie in gut kommentiertem Pseudocode eine Methode Countlnversions an, die
die Anzahl der Inversionen eines Feldes A der Lange n in Zeit O(nlogn) bestimmt.
Verwenden Sie hierzu CountSmaller. Langsamere Losungen geben hier weniger Punkte.

int  Countlnversions(int[] A)
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