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Schneeräumkosten“ w(E ′) =

∑
e∈E ′ w(e)

minimal sind unter allen Teilnetzen,
die (1) erfüllen.
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z.B. mit w ≡
{

(
”
G ′ spannt G auf“) und



2

Motivation

Gegeben: zusammenhängendes Straßennetz G = (V ,E )
mit Kantengewichten w : E → R>0,
das eine Menge V von n Städten verbindet.
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,



6

Erweiterungssatz

Satz. Sei G = (V ,E ;w) ein zshg., gewichteter, unger. Graph.

Sei T Kantenmenge eines min. Spannbaums von G .

Sei A Teilmenge von T .

Sei (S ,V \ S) ein Schnitt, der A respektiert.

Sei uv ∈ E leicht bzgl. (S ,V \ S).

Dann ist uv sicher für A.

S

3

5
5

7

2 4

3
2

33 3

6 T
3

A
u

v

d.h. G hat einen min. Spannbaum, der A ∪ {uv} enthält.
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⇒ Kreis enthält zweite Kante xy , die (S ,V \ S) kreuzt.

xy

⇒ T ′ = (T ∪ {uv}) \ {xy} ist auch Spannbaum von G.

Zeige: G hat min. Spannbaum, der A ∪ {uv} enthält.
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⇒ Kreis enthält zweite Kante xy , die (S ,V \ S) kreuzt.

xy

⇒ T ′ = (T ∪ {uv}) \ {xy} ist auch Spannbaum von G.

w(T ′) = w(T ) + w(uv)− w(xy)

Zeige: G hat min. Spannbaum, der A ∪ {uv} enthält.
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⇒ Kreis enthält zweite Kante xy , die (S ,V \ S) kreuzt.

xy

⇒ T ′ = (T ∪ {uv}) \ {xy} ist auch Spannbaum von G.

w(T ′) = w(T ) + w(uv)− w(xy)

Zeige: G hat min. Spannbaum, der A ∪ {uv} enthält.
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Initialize(G , s)
Q = new PriorityQueue(V , d)
while not Q.Empty() do

u = Q.ExtractMin()
foreach v ∈ Adj[u] do

Relax (u, v ;w)

Dijkstra(WeightedGraph G = (V ,E ;w), Vertex s)

// Gewichtung
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Vojtěch Jarńık
(1897–1970, Prag)

(1930/1957/1959)



10

Der Algorithmus von Jarńık-Prim-Dijkstra
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Vojtěch Jarńık
(1897–1970, Prag)

(1930/1957/1959)



10

Der Algorithmus von Jarńık-Prim-Dijkstra
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JarńıkPrimDijkstraMST

′

Relax (u, v ;w)

if v .d > u.d + w(u, v) then
v .d = u.d + w(u, v)
v .π = u
Q.DecreaseKey(v , v .d)

′

v ∈ Q and ...

3

5
5

7

2 4

3
2

33 3

6
3

s

Undirected

0

3

2

3

3

2

3

3

Robert C. Prim
(*1921 Sweetwater, TX)
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JarńıkPrimDijkstraMST

′

Relax (u, v ;w)

if v .d > u.d + w(u, v) then
v .d = u.d + w(u, v)
v .π = u
Q.DecreaseKey(v , v .d)

′

v ∈ Q and ...

3

5
5

7

2 4

3
2

33 3

6
3

s

Laufzeit?

Korrektheit?

Undirected

Folgt aus Korollar:
A ={{u, u.π} : u 6∈ Q},
Kante {u, u.π} immer
sicher bzgl. (Q? , V\Q?),
wobei Q? = Q ∪ {u}.

0

3

2

3

3

2

3

3

X

(1930/1957/1959)



10

Der Algorithmus von Jarńık-Prim-Dijkstra
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JarńıkPrimDijkstraMST

′

Relax (u, v ;w)

if v .d > u.d + w(u, v) then
v .d = u.d + w(u, v)
v .π = u
Q.DecreaseKey(v , v .d)

′

v ∈ Q and ...

3

5
5

7

2 4

3
2

33 3

6
3

s

Laufzeit?
O(|E |·DecreaseKey+|V |·ExtractMin)

⇒ O((E + V ) logV )

⇒ O(E + V logV )

Korrektheit?

Undirected

Folgt aus Korollar:
A ={{u, u.π} : u 6∈ Q},
Kante {u, u.π} immer
sicher bzgl. (Q? , V\Q?),
wobei Q? = Q ∪ {u}.

0

3

2

3

3

2

3

3

[Heap/RS-Baum]

[Fibonacci-Heap]

X

(1930/1957/1959)



11

Einschub: halbdynamische Mengen



11

Einschub: halbdynamische Mengen
(wachsen nur,
schrumpfen nicht)



11

Einschub: halbdynamische Mengen

Die halbdyn. Mengen zerlegen immer eine Grundmenge X .

(wachsen nur,
schrumpfen nicht)



11

Einschub: halbdynamische Mengen

Die halbdyn. Mengen zerlegen immer eine Grundmenge X .

Drei Operationen:

(wachsen nur,
schrumpfen nicht)



11

Einschub: halbdynamische Mengen

Die halbdyn. Mengen zerlegen immer eine Grundmenge X .

Drei Operationen:

MakeSet(Element x)

Union(Elem. x , Elem. y)

FindSet(Element x)

(wachsen nur,
schrumpfen nicht)



11

Einschub: halbdynamische Mengen

Die halbdyn. Mengen zerlegen immer eine Grundmenge X .

Drei Operationen:

MakeSet(Element x) legt die Menge {x} an.

Union(Elem. x , Elem. y)

FindSet(Element x)

x

(wachsen nur,
schrumpfen nicht)



11

Einschub: halbdynamische Mengen

Die halbdyn. Mengen zerlegen immer eine Grundmenge X .

Drei Operationen:

MakeSet(Element x) legt die Menge {x} an.

Union(Elem. x , Elem. y)

FindSet(Element x) liefert (Zeiger auf) die Menge zurück,
die momentan x enthält.
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x

x

(wachsen nur,
schrumpfen nicht)



11

Einschub: halbdynamische Mengen

Die halbdyn. Mengen zerlegen immer eine Grundmenge X .

Drei Operationen:

MakeSet(Element x) legt die Menge {x} an.

Union(Elem. x , Elem. y) vereinigt die Mengen,
die momentan x und y enthalten.

FindSet(Element x) liefert (Zeiger auf) die Menge zurück,
die momentan x enthält.
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5
5

7

2 4

3
2

33 3

6
3

Laufzeit?
|V |·MakeSet + (|V | − 1)·Union
+ 2|E |·FindSet + Sort(E )

∈ O(E logV + E log E )
O(E logV )= ! Warum?? Weil O(log E) ⊆ O(log V 2) = O(log V ).
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Übersicht: Algo. für min. Spannbäume

Jarńık-Prim Kruskal

• geht (wie Dijkstra / BFS)
wellenförmig von einem
Startknoten aus

• bearbeitet Kanten nach
aufsteigendem (genauer:
nicht-absteig.) Gewicht
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Jarńık-Prim Kruskal

• geht (wie Dijkstra / BFS)
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Übersicht: Algo. für min. Spannbäume
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GenericMST(UndirectedConnectedGraph G , EdgeWeights w)
A = ∅
while |A| < |V | − 1 do

// Invariante: A ist Teilmenge eines min. Spannbaums von G

finde Kante uv , die sicher für A ist
A = A ∪ {uv}

return A
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