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Minimale Wurzelspannbäume

Tarjan (1977):

O(|V |2) für dichte Graphen.

Sehr kompliziert

Alternativ:

Gegebener Graph ist nicht beliebig
(j > j′ ⇒ ai,j ≤ ai,j′)

Nutze diese Eigenschaft aus

Vollständiger Graph: |E| ∈ Θ(|V |2) ⇒ O(|V |3)
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foreach u in v do
u.c0 ← u.c0 + c

Laufzeit O(n)

⇒ Items in v in O(n) iterierbar.
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return (u′, argminu in v{au,u′ − u.c0})

sv

ai,j ≤ ai,j′ für j > j′
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SC-Item ist mind. so gut wie alle anderen.

billigsteKante(Knoten v, Int c)

if v ist ein Item then
return (xv, v)

u′ ←max{u /∈ v}
return (u′, argminu in v{au,u′ − u.c0})

sv

ai,j ≤ ai,j′ für j > j′

}O(n log n)
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Edmonds Algorithmus – Billigeste Kante

SC-Item ist mind. so gut wie alle anderen.

billigsteKante(Knoten v, Int c)

if v ist ein Item then
return (xv, v)

u′ ←max{u /∈ v}
return (u′, argminu in v{au,u′ − u.c0})

sv

ai,j ≤ ai,j′ für j > j′

}O(n log n)
}O(n)
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Edmonds Algorithmus – Billigeste Kante

SC-Item ist mind. so gut wie alle anderen.

billigsteKante(Knoten v, Int c)

if v ist ein Item then
return (xv, v)

u′ ←max{u /∈ v}
return (u′, argminu in v{au,u′ − u.c0})

sv

ai,j ≤ ai,j′ für j > j′

}O(n log n)
}O(n)

Laufzeit O(n log n)

⇒ Test u ∈ v in O(log n)
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Edmonds Algorithmus – Expandieren

expandiere(Knoten v)

if v kein Item then
foreach u Subknoten von v do

if v.inKante zeigt nach u then
u.inKante ← v.inKante

expandiere(u)
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Edmonds Algorithmus – Expandieren

expandiere(Knoten v)

if v kein Item then
foreach u Subknoten von v do

if v.inKante zeigt nach u then
u.inKante ← v.inKante

expandiere(u)

}O(log n)
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expandiere(Knoten v)

if v kein Item then
foreach u Subknoten von v do

if v.inKante zeigt nach u then
u.inKante ← v.inKante

expandiere(u)

}O(log n)

O(n) Subknoten im ganzen Graphen.
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Edmonds Algorithmus – Expandieren

expandiere(Knoten v)

if v kein Item then
foreach u Subknoten von v do

if v.inKante zeigt nach u then
u.inKante ← v.inKante

expandiere(u)

}O(log n)

O(n) Subknoten im ganzen Graphen.

Laufzeit O(n log n)
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Edmonds Algorithmus – Expandieren

expandiere(Knoten v)

if v kein Item then
foreach u Subknoten von v do

if v.inKante zeigt nach u then
u.inKante ← v.inKante

expandiere(u)

}O(log n)

O(n) Subknoten im ganzen Graphen.

Laufzeit O(n log n)

⇒ For-Schleife iteriert in O(1) weiter.
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Edmonds(Shortcuts x, Shortcut-Zeit s, Gewichtsmatrix a)

while ∃ nicht gewurzeltes v do
Stack ast = Stack(v)
do

(u, v′) = billigsteKante(ast.top())
ast.top().inEdge = (u, v′)
normalisiere(ast.top())
if u besucht then

kontrahiereZyklus()

if u unbesucht then
besuche(u)
ast.push(u)

while u nicht gewurzelt
foreach u ∈ ast do

wurzel(u)
expandiere(u)

return ?
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1. Abgedeckte Items in O(n)
iterierbar.

2. Zugehörigkeit von Items in
O(log n) überprüfbar.

3. Von einem zum nächsten
Subknoten in O(1) iterierbar
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Kante mit minimalen Kosten in jeden Zyklus



17 - 21

Eigenschaften optimaler Lösungen
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gi – größtes Kind

ei – Ersparnis
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gi – größtes Kind



19 - 11

Berechnung Hilfsvariablen

0

3

1

4

2

5

11
8

9

10

7

6

Knoten i giei

0
1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

initialisiereHilfsvariablen()

for i = n downto 1 do
j ← i
while gj = 0 do

gj ← i
j ← xj

if gj = i then
i′,m← (j, aj,n)
if i′ 6= n then

do
m← min{m,aj,n}

while (j ← xj) 6= i′

do
ej ← m

while (j ← xj) 6= i′

ei – Ersparnis

gi – größtes Kind

ei – Ersparnis
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gi – größtes Kind



19 - 18

Berechnung Hilfsvariablen

0

3

1

4

2

5

11
8

9

10

7

6

Knoten i giei

0
1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0 11

11

initialisiereHilfsvariablen()

for i = n downto 1 do
j ← i
while gj = 0 do

gj ← i
j ← xj

if gj = i then
i′,m← (j, aj,n)
if i′ 6= n then

do
m← min{m,aj,n}

while (j ← xj) 6= i′

do
ej ← m

while (j ← xj) 6= i′

ei – Ersparnis
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gi – größtes Kind

ei – Ersparnis
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gi – größtes Kind



19 - 29

Berechnung Hilfsvariablen

0

3

1

4

2

5

11
8

9

10

7

6

Knoten i giei

0
1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0 11

11

11

10

10 initialisiereHilfsvariablen()

for i = n downto 1 do
j ← i
while gj = 0 do

gj ← i
j ← xj

if gj = i then
i′,m← (j, aj,n)
if i′ 6= n then

do
m← min{m,aj,n}

while (j ← xj) 6= i′

do
ej ← m

while (j ← xj) 6= i′

10

ei – Ersparnis
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gi – größtes Kind

ei – Ersparnis
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gi – größtes Kind



19 - 45

Berechnung Hilfsvariablen

0

3

1

4

2

5

11
8

9

10

7

6

Knoten i giei

0
1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0 11

11

11

10

10

9

initialisiereHilfsvariablen()

for i = n downto 1 do
j ← i
while gj = 0 do

gj ← i
j ← xj

if gj = i then
i′,m← (j, aj,n)
if i′ 6= n then

do
m← min{m,aj,n}

while (j ← xj) 6= i′

do
ej ← m

while (j ← xj) 6= i′5 3 20 8 15 4 16 13 7 2 17

a ,n:
m:

10

3

3

ei – Ersparnis
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gi – größtes Kind



19 - 48

Berechnung Hilfsvariablen

0

3

1

4

2

5

11
8

9

10

7

6

Knoten i giei

0
1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0 11

11

11

10

10

9

initialisiereHilfsvariablen()

for i = n downto 1 do
j ← i
while gj = 0 do

gj ← i
j ← xj

if gj = i then
i′,m← (j, aj,n)
if i′ 6= n then

do
m← min{m,aj,n}

while (j ← xj) 6= i′

do
ej ← m

while (j ← xj) 6= i′5 3 20 8 15 4 16 13 7 2 17

a ,n:
m:

10

3

3

7
7

ei – Ersparnis
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if i′ 6= n then

do
m← min{m,aj,n}

while (j ← xj) 6= i′

do
ej ← m

while (j ← xj) 6= i′5 3 20 8 15 4 16 13 7 2 17

a ,n:
m:
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3

7

ei – Ersparnis

gi – größtes Kind

ei – Ersparnis

gi – größtes Kind
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initialisiereHilfsvariablen()

for i = n downto 1 do
j ← i
while gj = 0 do

gj ← i
j ← xj

if gj = i then
i′,m← (j, aj,n)
if i′ 6= n then

do
m← min{m,aj,n}

while (j ← xj) 6= i′

do
ej ← m

while (j ← xj) 6= i′5 3 20 8 15 4 16 13 7 2 17

a ,n:
m:
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gi – größtes Kind
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gi – größtes Kind
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initialisiereHilfsvariablen()

for i = n downto 1 do
j ← i
while gj = 0 do

gj ← i
j ← xj

if gj = i then
i′,m← (j, aj,n)
if i′ 6= n then

do
m← min{m,aj,n}

while (j ← xj) 6= i′

do
ej ← m

while (j ← xj) 6= i′5 3 20 8 15 4 16 13 7 2 17

a ,n:
m:
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ei – Ersparnis

gi – größtes Kind

ei – Ersparnis

gi – größtes Kind
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initialisiereHilfsvariablen()

for i = n downto 1 do
j ← i
while gj = 0 do

gj ← i
j ← xj

if gj = i then
i′,m← (j, aj,n)
if i′ 6= n then

do
m← min{m,aj,n}

while (j ← xj) 6= i′

do
ej ← m

while (j ← xj) 6= i′5 3 20 8 15 4 16 13 7 2 17

a ,n:
m:
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ei – Ersparnis

gi – größtes Kind

ei – Ersparnis

gi – größtes Kind



19 - 56

Berechnung Hilfsvariablen

0

3

1

4

2

5

11
8

9

10

7

6

Knoten i giei

0
1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0 11

11

11

10

10

9

7
6

6

initialisiereHilfsvariablen()

for i = n downto 1 do
j ← i
while gj = 0 do

gj ← i
j ← xj

if gj = i then
i′,m← (j, aj,n)
if i′ 6= n then

do
m← min{m,aj,n}

while (j ← xj) 6= i′

do
ej ← m

while (j ← xj) 6= i′5 3 20 8 15 4 16 13 7 2 17

a ,n:
m:
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ei – Ersparnis

gi – größtes Kind

ei – Ersparnis

gi – größtes Kind
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initialisiereHilfsvariablen()

for i = n downto 1 do
j ← i
while gj = 0 do

gj ← i
j ← xj

if gj = i then
i′,m← (j, aj,n)
if i′ 6= n then

do
m← min{m,aj,n}

while (j ← xj) 6= i′

do
ej ← m

while (j ← xj) 6= i′5 3 20 8 15 4 16 13 7 2 17

a ,n:
m:
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ei – Ersparnis

gi – größtes Kind

ei – Ersparnis

gi – größtes Kind



19 - 58

Berechnung Hilfsvariablen

0

3

1

4

2

5

11
8

9

10

7

6

Knoten i giei

0
1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0 11

11

11

10

10

9

7
6

6

4

initialisiereHilfsvariablen()

for i = n downto 1 do
j ← i
while gj = 0 do

gj ← i
j ← xj

if gj = i then
i′,m← (j, aj,n)
if i′ 6= n then

do
m← min{m,aj,n}

while (j ← xj) 6= i′

do
ej ← m

while (j ← xj) 6= i′5 3 20 8 15 4 16 13 7 2 17

a ,n:
m:
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ei – Ersparnis

gi – größtes Kind

ei – Ersparnis

gi – größtes Kind
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initialisiereHilfsvariablen()

for i = n downto 1 do
j ← i
while gj = 0 do

gj ← i
j ← xj

if gj = i then
i′,m← (j, aj,n)
if i′ 6= n then

do
m← min{m,aj,n}

while (j ← xj) 6= i′

do
ej ← m

while (j ← xj) 6= i′5 3 20 8 15 4 16 13 7 2 17

a ,n:
m:
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7

ei – Ersparnis

gi – größtes Kind

ei – Ersparnis

gi – größtes Kind
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initialisiereHilfsvariablen()

for i = n downto 1 do
j ← i
while gj = 0 do

gj ← i
j ← xj

if gj = i then
i′,m← (j, aj,n)
if i′ 6= n then

do
m← min{m,aj,n}

while (j ← xj) 6= i′

do
ej ← m

while (j ← xj) 6= i′5 3 20 8 15 4 16 13 7 2 17

a ,n:
m:
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ei – Ersparnis

gi – größtes Kind

ei – Ersparnis

gi – größtes Kind
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initialisiereHilfsvariablen()

for i = n downto 1 do
j ← i
while gj = 0 do

gj ← i
j ← xj

if gj = i then
i′,m← (j, aj,n)
if i′ 6= n then

do
m← min{m,aj,n}

while (j ← xj) 6= i′

do
ej ← m

while (j ← xj) 6= i′5 3 20 8 15 4 16 13 7 2 17

a ,n:
m:
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ei – Ersparnis

gi – größtes Kind

ei – Ersparnis

gi – größtes Kind
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initialisiereHilfsvariablen()

for i = n downto 1 do
j ← i
while gj = 0 do

gj ← i
j ← xj

if gj = i then
i′,m← (j, aj,n)
if i′ 6= n then

do
m← min{m,aj,n}

while (j ← xj) 6= i′

do
ej ← m

while (j ← xj) 6= i′5 3 20 8 15 4 16 13 7 2 17

a ,n:
m:
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ei – Ersparnis

gi – größtes Kind

ei – Ersparnis

gi – größtes Kind
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initialisiereHilfsvariablen()

for i = n downto 1 do
j ← i
while gj = 0 do

gj ← i
j ← xj

if gj = i then
i′,m← (j, aj,n)
if i′ 6= n then

do
m← min{m,aj,n}

while (j ← xj) 6= i′

do
ej ← m

while (j ← xj) 6= i′5 3 20 8 15 4 16 13 7 2 17

a ,n:
m:
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ei – Ersparnis

gi – größtes Kind

ei – Ersparnis

gi – größtes Kind
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initialisiereHilfsvariablen()

for i = n downto 1 do
j ← i
while gj = 0 do

gj ← i
j ← xj

if gj = i then
i′,m← (j, aj,n)
if i′ 6= n then

do
m← min{m,aj,n}

while (j ← xj) 6= i′

do
ej ← m

while (j ← xj) 6= i′5 3 20 8 15 4 16 13 7 2 17

a ,n:
m:
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ei – Ersparnis

gi – größtes Kind

ei – Ersparnis

gi – größtes Kind
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initialisiereHilfsvariablen()

for i = n downto 1 do
j ← i
while gj = 0 do

gj ← i
j ← xj

if gj = i then
i′,m← (j, aj,n)
if i′ 6= n then

do
m← min{m,aj,n}

while (j ← xj) 6= i′

do
ej ← m

while (j ← xj) 6= i′5 3 20 8 15 4 16 13 7 2 17

a ,n:
m:
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gi – größtes Kind



19 - 66

Berechnung Hilfsvariablen

0

3

1

4

2

5

11
8

9

10

7

6

Knoten i giei

0
1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0 11

11

11

10

10

9

7
6

6

4
3

3
initialisiereHilfsvariablen()

for i = n downto 1 do
j ← i
while gj = 0 do

gj ← i
j ← xj

if gj = i then
i′,m← (j, aj,n)
if i′ 6= n then

do
m← min{m,aj,n}

while (j ← xj) 6= i′

do
ej ← m

while (j ← xj) 6= i′5 3 20 8 15 4 16 13 7 2 17

a ,n:
m:
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O(n)

ei – Ersparnis

gi – größtes Kind

ei – Ersparnis

gi – größtes Kind
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Pseudocode

schnellsterSpeedrun(s, x, a)

normalisiereAbkürzungen(s, x, a)
initialisiereHilfsvariablen(s,x,a)
O ← [∞] ∗ (n+ 1)
O[g0]← 0
for i = g0 to n do

if i = gi then
i′ ← i
besucht ← [false] ∗ (n+ 1)
while gi′ = i und besucht[i′] = false do

besucht[i′]← true
for j = g0 to n− 1 do

O[i]← min{O[i], O[j] + ai′,j − ei′}
i′ ← xi′

return O[n]

ei – Ersparnis

gi – größtes Kind



20 - 2

Pseudocode

schnellsterSpeedrun(s, x, a)

normalisiereAbkürzungen(s, x, a)
initialisiereHilfsvariablen(s,x,a)
O ← [∞] ∗ (n+ 1)
O[g0]← 0
for i = g0 to n do

if i = gi then
i′ ← i
besucht ← [false] ∗ (n+ 1)
while gi′ = i und besucht[i′] = false do

besucht[i′]← true
for j = g0 to n− 1 do

O[i]← min{O[i], O[j] + ai′,j − ei′}
i′ ← xi′

return O[n]

ei – Ersparnis

gi – größtes Kind



20 - 3

Pseudocode

schnellsterSpeedrun(s, x, a)

normalisiereAbkürzungen(s, x, a)
initialisiereHilfsvariablen(s,x,a)
O ← [∞] ∗ (n+ 1)
O[g0]← 0
for i = g0 to n do

if i = gi then
i′ ← i
besucht ← [false] ∗ (n+ 1)
while gi′ = i und besucht[i′] = false do

besucht[i′]← true
for j = g0 to n− 1 do

O[i]← min{O[i], O[j] + ai′,j − ei′}
i′ ← xi′

return O[n] +?

ei – Ersparnis

gi – größtes Kind



20 - 4

Pseudocode

schnellsterSpeedrun(s, x, a)

normalisiereAbkürzungen(s, x, a)
initialisiereHilfsvariablen(s,x,a)
O ← [∞] ∗ (n+ 1)
O[g0]← 0
for i = g0 to n do

if i = gi then
i′ ← i
besucht ← [false] ∗ (n+ 1)
while gi′ = i und besucht[i′] = false do

besucht[i′]← true
for j = g0 to n− 1 do

O[i]← min{O[i], O[j] + ai′,j − ei′}
i′ ← xi′

return O[n] +?

}O(n2) ei – Ersparnis

gi – größtes Kind



20 - 5

Pseudocode

schnellsterSpeedrun(s, x, a)

normalisiereAbkürzungen(s, x, a)
initialisiereHilfsvariablen(s,x,a)
O ← [∞] ∗ (n+ 1)
O[g0]← 0
for i = g0 to n do

if i = gi then
i′ ← i
besucht ← [false] ∗ (n+ 1)
while gi′ = i und besucht[i′] = false do

besucht[i′]← true
for j = g0 to n− 1 do

O[i]← min{O[i], O[j] + ai′,j − ei′}
i′ ← xi′

return O[n] +?

}O(n2)

}O(n)

ei – Ersparnis

gi – größtes Kind



20 - 6

Pseudocode

schnellsterSpeedrun(s, x, a)

normalisiereAbkürzungen(s, x, a)
initialisiereHilfsvariablen(s,x,a)
O ← [∞] ∗ (n+ 1)
O[g0]← 0
for i = g0 to n do

if i = gi then
i′ ← i
besucht ← [false] ∗ (n+ 1)
while gi′ = i und besucht[i′] = false do

besucht[i′]← true
for j = g0 to n− 1 do

O[i]← min{O[i], O[j] + ai′,j − ei′}
i′ ← xi′

return O[n] +?

}O(n2)

}O(n)

ei – Ersparnis

gi – größtes Kind

}O(n)



20 - 7

Pseudocode

schnellsterSpeedrun(s, x, a)

normalisiereAbkürzungen(s, x, a)
initialisiereHilfsvariablen(s,x,a)
O ← [∞] ∗ (n+ 1)
O[g0]← 0
for i = g0 to n do

if i = gi then
i′ ← i
besucht ← [false] ∗ (n+ 1)
while gi′ = i und besucht[i′] = false do

besucht[i′]← true
for j = g0 to n− 1 do

O[i]← min{O[i], O[j] + ai′,j − ei′}
i′ ← xi′

return O[n] +?

}O(n2)

}O(n)

}O(1)

ei – Ersparnis

gi – größtes Kind

}O(n)



20 - 8

Pseudocode

schnellsterSpeedrun(s, x, a)

normalisiereAbkürzungen(s, x, a)
initialisiereHilfsvariablen(s,x,a)
O ← [∞] ∗ (n+ 1)
O[g0]← 0
for i = g0 to n do

if i = gi then
i′ ← i
besucht ← [false] ∗ (n+ 1)
while gi′ = i und besucht[i′] = false do

besucht[i′]← true
for j = g0 to n− 1 do

O[i]← min{O[i], O[j] + ai′,j − ei′}
i′ ← xi′

return O[n] +?

}O(n2)

}O(n)

}O(1)

ei – Ersparnis

gi – größtes Kind

}O(1)

}O(n)



20 - 9

Pseudocode

schnellsterSpeedrun(s, x, a)

normalisiereAbkürzungen(s, x, a)
initialisiereHilfsvariablen(s,x,a)
O ← [∞] ∗ (n+ 1)
O[g0]← 0
for i = g0 to n do

if i = gi then
i′ ← i
besucht ← [false] ∗ (n+ 1)
while gi′ = i und besucht[i′] = false do

besucht[i′]← true
for j = g0 to n− 1 do

O[i]← min{O[i], O[j] + ai′,j − ei′}
i′ ← xi′

return O[n] +?

}O(n2)

}O(n)

}O(1)

ei – Ersparnis

gi – größtes Kind

}O(1)

}O(n)

}O(1)



20 - 10

Pseudocode

schnellsterSpeedrun(s, x, a)

normalisiereAbkürzungen(s, x, a)
initialisiereHilfsvariablen(s,x,a)
O ← [∞] ∗ (n+ 1)
O[g0]← 0
for i = g0 to n do

if i = gi then
i′ ← i
besucht ← [false] ∗ (n+ 1)
while gi′ = i und besucht[i′] = false do

besucht[i′]← true
for j = g0 to n− 1 do

O[i]← min{O[i], O[j] + ai′,j − ei′}
i′ ← xi′

return O[n] +?

}O(n2)

}O(n)

}O(1) }
O(n)

ei – Ersparnis

gi – größtes Kind

}O(1)

}O(n)

}O(1)



20 - 11

Pseudocode

schnellsterSpeedrun(s, x, a)

normalisiereAbkürzungen(s, x, a)
initialisiereHilfsvariablen(s,x,a)
O ← [∞] ∗ (n+ 1)
O[g0]← 0
for i = g0 to n do

if i = gi then
i′ ← i
besucht ← [false] ∗ (n+ 1)
while gi′ = i und besucht[i′] = false do

besucht[i′]← true
for j = g0 to n− 1 do

O[i]← min{O[i], O[j] + ai′,j − ei′}
i′ ← xi′

return O[n] +?

}O(n2)

}O(n)

}O(1) }
O(n)

ei – Ersparnis

gi – größtes Kind

}O(1)

}O(n)

}O(1)



20 - 12

Pseudocode

schnellsterSpeedrun(s, x, a)

normalisiereAbkürzungen(s, x, a)
initialisiereHilfsvariablen(s,x,a)
O ← [∞] ∗ (n+ 1)
O[g0]← 0
for i = g0 to n do

if i = gi then
i′ ← i
besucht ← [false] ∗ (n+ 1)
while gi′ = i und besucht[i′] = false do

besucht[i′]← true
for j = g0 to n− 1 do
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