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Ausgleichungsrechnung

Gaufdsche Gradmessung, 1821-1823

we Ablesegenauigkeit: 4 Bogensekunden

Falkenberg

Grundidee: Redundante Messung zur Steigerung der Genauigkeit



Ausgleichungsrechnung

Gaufdsche Gradmessung, 1821-1823

Grundidee: Redundante Messung zur Steigerung der Genauigkeit

Genauigkeit nach Ausgleichung: 0.5 Bogensekunden
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Problemdefinition

= (egeben

 ein Vektor L von n Beobachtungen (Strecken, Winkel....)

* eine Funktion @: R* —» R™, die fiir wahre Unbekannte X die
wahren Beobachtungen durch L = @(X) liefert

Beispiel:

(x3,¥3)

d4 V= x1)% + (v — y1)?
toy) (d) = 0(1,y) = | V=2 + (= 7))
% = V= x3)2 + (v = y3)?
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Problemdefinition

Gegeben

 ein Vektor L von n Beobachtungen (Strecken, Winkel,...)

e eine Funktion @: R* - R™ die fir wahre Unbekannte X die
wahren Beobachtungen durch L = &(X) liefert

finde Vektor X von u Unbekannten (Koordinaten) und
Vektor L = L + v von ausgeglichenen Beobachtungen

SO dass
- L= CID(X)gmund

. TPy € e Methode der

kleinsten Quadrate



Spezialfall:
Ausgleichung bei linearem
funktionalen Modell

(= linearer Zusammenhang zwischen
Beobachtungen & Unbekannten)

L=o(X)=A4X



Ausgleichung bei linearem
funktionalen Modell
Beispiel 1: Mehrfache Beobachtung einer Strecke -

Ly
L= ( : ) mit L; = i-te Messung der Strecke
Ln

Gesucht: Ausgeslichene Strecke X, Verbesserungen v
Bedingung:

L=



Ausgleichung bei linearem
funktionalen Modell

LOsung..
AX =L =L+v > v=AX-1L

Minimiere vTv..
> v’y =(AX-1L) (AX-1L)
=XTATAX — 2XTATL+ LTL
notwendige Bedingung fur Optimum:
Gradient der Zielfunktion = Nullvektor
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Ausgleichung bei linearem
funktionalen Modell

LOsung..

F(X)=XTATAX — 2XTATL+LTL

grad F(X) =

(22

X,

oF
\oz./

—24TAX — 24TL = 0

notwendige Bedingung fur Optimum:
Gradient der Zielfunktion = Nullvektor



Ausgleichung bei linearem
funktionalen Modell

LOsung..

F(X)=XTATAX — 2XTATL+LTL

grad F(X) =

(22

X,

oF
\oz./

= 24TAX — 2A4TL = 0

ATAx = ATh

Gaufs-Normalgleichung

TS - LOsung durch Gaufisches
=|AAX=A"L Fliminationsverfahren



Ausgleichung bei linearem
funktionalen Modell

Beispiel 1: Mehrfache Beobachtung einer Strecke

Ly
L = ( : ) mit L; = i-te Messung der Strecke

L =
" ATAX = ATL

Gesucht: Ausgeslichene Strecke X, Verbesserungen v

Bedingung:
1

Z=L+v=A)?=(E))? und vy - Min
1
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Ly
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Beispiel 1: Mehrfache Beobachtung einer Strecke

1
ATA = (1,...,1)(5) =n

1

L4 n
ATL = (1,...,1)( s ) =zLi

Ln =1

ATAX =ATL =



Ausgleichung bei linearem
funktionalen Modell

Beispiel 1: Mehrfache Beobachtung einer Strecke

1
ATA = (1,...,1)(5) =n

1

L4 n
ATL = (1,...,1)( s ) =zLi

Ln =1

n
ATAX =ATL = nX= ZLi
=1



Ausgleichung bei linearem
funktionalen Modell

Beispiel 1: Mehrfache Beobachtung einer Strecke

1
ATA = (1,...,1)(5) =n

1
L4 n
ATL=(1,...,1)(E)=zLi
Ln =1
n n
r o o . o =1Ly
ATAR =ATL = nX=ZLi<:>X= :
=1



Ausgleichung bei linearem
funktionalen Modell

Beispiel 1: Mehrfache Beobachtung einer Strecke

1
ATA = (1,...,1)(5) =n

1 °
I n Ausgleichung
T 1 entspricht hier
AL=(1,.. D[ ¢ )= z L; Berechnung des
Ly i=1 Mittelwerts!
n n
TAR = AT 0 5> _ Zi=1Li
ATAR=ATL = k=) L &K= :
=1




Ausgleichung bei linearem
funktionalen Modell

Satz: Die Funktion F hat immer eine Minimalstelle.

Zielfunktion vTv

=F(X)=XTATAX — 2XTATL+LTL



Ausgleichung bei linearem
funktionalen Modell

Satz: Die Funktion F hat immer eine Minimalstelle.

Jede quadratische Funktion in den Variablen X4, ..., Xy,

[asst sich durch Drehung und Verschiebung des Koordinatensystems
in die Normalform

f(fl: ---:gu) — alglz + et ar&g + ar+1€r+1 + et augu 4

bringen (d.h. keine gemischten Terme, jede Variable nur einmal).
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Ausgleichung bei linearem
funktionalen Modell

Satz: Die Funktion F hat immer eine Minimalstelle.

Jede quadratische Funktion in den Variablen X4, ..., Xy,
[asst sich durch Drehung und Verschiebung des Koordinatensystems
in die Normalform

f(gl: ---:gu) — a1€12 + et ar&g + ar+1€r+1 + et auéu 4

bringen (d.h. keine gemischten Terme, jede Variable nur einmal).

Beispiel  f(x) =x?+6x—7
=x’+6x+9—16
=(x+3)?2 —16




Ausgleichung bei linearem
funktionalen Modell

Satz: Die Funktion F hat immer eine Minimalstelle.

Jede quadratische Funktion in den Variablen X4, ..., Xy,
[asst sich durch Drehung und Verschiebung des Koordinatensystems
in die Normalform

f(gl: ---:gu) = alflz + et ar&g + ar+1€r+1 + et auéu Ty
bringen (d.h. keine gemischten Terme, jede Variable nur einmal).

Beispiel  f(x) =x?+6x—7
=x’+6x+9—16
= (x+3)? -—16
=&2—-16 mit E=x+3




Ausgleichung bei linearem
funktionalen Modell

Satz: Die Funktion F hat immer eine Minimalstelle.

Jede quadratische Funktion in den Variablen X4, ..., Xy,

[asst sich durch Drehung und Verschiebung des Koordinatensystems
in die Normalform

f(fl: ---»fu) — alflz + et ar&g + ar+1€r+1 + et augu +Yy

bringen (d.h. keine gemischten Terme, jede Variable nur einmal).

Beispiel:  f(x) = ax?+bx +c




Ausgleichung bei linearem
funktionalen Modell

Satz: Die Funktion F hat immer eine Minimalstelle.

Jede quadratische Funktion in den Variablen X4, ..., Xy,
[asst sich durch Drehung und Verschiebung des Koordinatensystems
in die Normalform

f(gl: ---:gu) — a1€12 + et ar&g + ar+1€r+1 + et auéu 4

bringen (d.h. keine gemischten Terme, jede Variable nur einmal).

Da F(X) =vTv gilt F(X) = 0 Also hat F die Normalform

f(fli "'lfu) — al@_l_ et au@_l_ y mit aq, ""au'y



Ausgleichung bei linearem
funktionalen Modell

Satz: Die Funktion F hat immer eine Minimalstelle.

Jede quadratische Funktion in den Variablen X4, ..., Xy,
[asst sich durch Drehung und Verschiebung des Koordinatensystems
in die Normalform

f(gl: ---:gu) — alflz + et ar&g + ar+1€r+1 + et auéu 4

bringen (d.h. keine gemischten Terme, jede Variable nur einmal).
Da F(X) =vTv gilt F(X) = 0 Also hat F die Normalform

fG e d) =adi ++adi+y mit ay, ., ayy 20.

Damit ist der Punkt & = --- = &, = 0 eine Minimalstelle.

Der Funktionswert an dieser Stelle ist y.




Ausgleichung bei linearem
funktionalen Modell

Satz: Die Gau-Normalgleichung ist hinreichend.

D.h.fur jede Losung X der GauB-Normalgleichung ist
v v global minimal.
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F(X)=(AX-L)"(AX — L)
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Satz: Die Gau-Normalgleichung ist hinreichend.

Sei Xy € R¥ eine Losung der Gauf3-Normalgleichung.
Fir jedes X € RY gilt

FX)=AX-L)T"(AX-1L)
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= (AX — AX )" (AX — AX,)

+2(AX — AX,)" (AX, — L)

+(AX, — L)' (AX, — L)
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Satz: Die Gau-Normalgleichung ist hinreichend.

Sei Xy € R¥ eine Losung der Gauf3-Normalgleichung.
Fir jedes X € RY gilt

FX)=AX-L)T"(AX-1L)
= (AX — AX, + AX, — L)T(AX — AX, + AX, — L)
= (AX — AX )T (AX — AX,)

+(AX, — L)T(AX, — L)



Ausgleichung bei linearem
funktionalen Modell

Satz: Die Gau-Normalgleichung ist hinreichend.

Sei Xy € R¥ eine Losung der Gauf3-Normalgleichung.
Fir jedes X € RY gilt

F(X)=(AX-L)"(AX — L)

(AX — AXi + Axi — LT(AX — AX, + AX, — L)
o



Ausgleichung bei linearem
funktionalen Modell

Satz: Die Gau-Normalgleichung ist hinreichend.

Sei Xy € R¥ eine Losung der Gauf3-Normalgleichung.
Fir jedes X € RY gilt

FX)=AX-L)T"(AX-1L)
= (AX — AX, + AX, — L)T(AX — AX, + AX, — L)
= (AX — AX )T (AX — AX,)

+(AX, — L)T(AX, — L)
= (AX — AX))T(AX — AX,) + F(X,) = F(X,)
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Ausgleichung bei linearem
funktionalen Modell

Satz: Die GauB-Normalgleichung ist eindeutig losbar,
wenn rang(4) = u.

Sei Xg € RY eine Losung der Gau-Normalgleichung.
Firjedes X € R¥ gilt:

F(X) = (AX — AX,))T(AX — AX,) + F(X,) = F(X,)

Wenn F(X) = F(X,), dann:



Ausgleichung bei linearem
funktionalen Modell

Satz: Die GauB-Normalgleichung ist eindeutig losbar,
wenn rang(4) = u.

Sei Xg € RY eine Losung der Gau-Normalgleichung.
Firjedes X € R¥ gilt:

F(X) = (AX — AX,))T(AX — AX,) + F(X,) = F(X,)

Wenn F(X) = F(X,), dann:
(AX — AX))T(AX — AX,) = 0

o AX —AX, =AX-X,) =0
mit rang(4) =u = X =X,




Ausgleichung bei linearem
funktionalen Modell

Beispiel 2: Ausgleichung von Hohendifferenzen

Nivelliergerat

Quelle: wikipedia
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Beispiel 2: Ausgleichung von Hohendifferenzen

Ah ,
Ahy 3
L= Ahg,
Ahy 4
Ahy,

\

/

4.1
—7.0
1.1
1.2

54 / m

P, Ah,» = —=70m P
® 2,3 P 3

Ah3,4 - 11 m

Gesucht:  h,, hs, hy



Ausgleichung bei linearem

funktionalen Modell

Beispiel 2: Ausgleichung von Hohendifferenzen

Ah ,
Ahy 3
L= Ahg,
Ahy 4
Ahy,

h,
X — h3
hy

\

/

o(X)=L

4.1
—7.0
1.1

Ah2’3 - —7.0 m - ‘PS

1.2

54 / m

Ah3,4 - 11 m

Gesucht:  h,, hs, hy
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Beispiel 2: Ausgleichung von Hohendifferenzen

Ahm\ 4.1
Ahy 3 ~7.0
L=|Ahg, |=] 1.1
ARy, 1.2
Ahy / 54/ m

h,

X: h3
)
hs — h,
¢(i)=i= h4_h3

\ho )
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Ah ,
Ahy 3
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Ahy 4
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/
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1.2

54/ m
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Beispiel 2: Ausgleichung von Hohendifferenzen

Ahl,z\ 41 GauR-Normalgleichung:
Ah; 5 —7.0 T av T
L=|an, | =] 11 A'AX =A"L
Ahy 1.2
Ah4,2/ 54/ m

h,
X — h3
hy

¢(}\()=i= h4—h3 —
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Beispiel 2: Ausgleichung von Hohendifferenzen

GauR-Normalgleichung:
ATAX = ATL

L 4.1
—7.0
1.1
1.2
54/ m

1 -1 0 0 1 3 -1 -1
o 1 -1 0 0 <—1 2 —1> ( )
0O O 1 -1 -1 -1 -1 3 m

AT ATA ATL



Ausgleichung bei linearem
funktionalen Modell

Beispiel 2: Ausgleichung von Hohendifferenzen

GauR-Normalgleichung:
ATAX = ATL

L 4.1
—7.0
1.1
1.2
54/ m

1 -1 0 0 1 3 -1 -1 16.5
0O 1 -1 O 0 (—1 2 —1) (—8.1)
0 O 1 -1 -1 -1 -1 3 —5.5/ m

AT ATA ATL



Ausgleichung bei linearem
funktionalen Modell

Beispiel 2: Ausgleichung von Hohendifferenzen

GauR-Normalgleichung:
ATAX = ATL

3 -1 -1 R 16.5
(—1 2 —1) - X (—8.1)
-1 -1 3 —5.5/ m

ATA ATL



Ausgleichung bei linearem
funktionalen Modell

Beispiel 2: Ausgleichung von Hohendifferenzen

42mM,, __, =261 GauB—Normalglefhung:
P, @ —=2 ' ® P ATAX = ATL
AhyN= 54m
Ah;, =1.1
Ahy, =/4. > !
re Ahy; =1.2m or
0m —1.3m

3 -1 -1 R 16.5 R 4.2
-1 2 -1]-X= (—8.1) = X = (—2.6)
-1 -1 3 —5.5/ m —1.3/ m

ATA ATL
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Ausgleichung bei linearem
funktionalen Modell

Beispiel 2: Ausgleichung von Hohendifferenzen
Ausgeglichene Beobachtungen:

L =AX e
4.7
—2.6




Ausgleichung bei linearem
funktionalen Modell (1)

Wenn
L=ao(X)=AX

dann erfullt Optimum (ATA)X = ATL



Genauigkeit




Genauigkeit

Jede Beobachtung ist die Realisierung einer
/ufallsvariablen X

Quelle: wikipedia

Gelegentlich ist eine a-priori-Genauigkeit der
Beobachtung bekannt,

gegeben als Varianz  o?:=E ((X — E(X))z).

N

Erwartungswert



Genauigkeit

Jede Beobachtung ist die Realisierung einer
/ufallsvariablen X

Quelle: wikipedia

Gelegentlich ist eine a-priori-Genauigkeit der
Beobachtung bekannt,

gegeben als Varianz  o?:=E ((X — E(X))z).

Bel mehreren Beobachtungen (Vektor L):
Covarianzmatrix Z:= E((L—E(L)) - (L— EQL)T)



Genauigkeit

Bel mehreren Beobachtungen (Vektor L):
Kovarianzmatrix Zpp: = E ((L —E()) - (L - E(L))T).

Bel zwei Beobachtungen:

2
| | o .0y O
Kovarianzmatrix 2, = ( 1 P12 i 2).

P12 " 01° O 0,



Genauigkeit

Bel mehreren Beobachtungen (Vektor L):
Kovarianzmatrix Zpp: = E ((L —E()) - (L - E(L))T).

Bel zwei Beobachtungen:

2
| | o .0, 0
Kovarianzmatrix 2, = ( 1 P12 - 2).
P12 - ¥1° 02 07

Varianzen



Genauigkeit

Bel mehreren Beobachtungen (Vektor L):
Kovarianzmatrix Zpp: = E ((L —E()) - (L - E(L))T).

Bel zwei Beobachtungen:

, .
| | o .0y O
Kovarianzmatrix 2, = ( ! £12 = 2).

P12 " 01° 07 op

Kovarianzen



Genauigkeit

Bel mehreren Beobachtungen (Vektor L):
Kovarianzmatrix Zpp: = E ((L —E()) - (L - E(L))T).

Bel zwei Beobachtungen:

2
| | o .0, 0
Kovarianzmatrix 2, = ( ! £12 ) 2).
P12 01" 03 02

Korrelationskoeffizienten
—1<p;p=1
Maf3 fur stochastische Abhangigkeit



Genauigkeit

Bel mehreren Beobachtungen (Vektor L):
Kovarianzmatrix 2;.:= E ((L —E()) - (L - E(L))T).

Bel zwei Beobachtungen:

2
| | o .0y 0
Kovarianzmatrix 2, = ( 1 P12 i 2).
P12 - 01° 03 )

In der Regel.



Genauigkeit

X oft schwer a priori abzuschatzen,
aber Genauigkeitsrelationen bekannt:

2
2 =05 QL

Varianz der J T Kofaktormatrix
Gewichtseinheit (14sst sich gut
(unbekannte abschatzen)

Konstante)



Genauigkeit

Ausgleichungsziel:

vy - Min



Genauigkeit

Ausgleichungsziel:

" Quelle: wikipedia

Verbesserungen genauer Beobachtungen werden besonders bestraft.



Genauigkeit

Ausgleichungsziel:

rll,

v Pv - Min
mit P = Q ~1

Gauf3-Normalgleichung:

ATPAX = ATPL



Genauigkeit

Wie genau sind Grofsen,
die aus Beobachtungen abgeleitet wurden?

—> Kovarianzfortpflanzungsgesetz



Genauigkeit

Kovarianzfortpflanzungsgesetz

Gegeben:
Kovarianzmatrix des Vektors L~ Xy
Vektor f als lin. Funktionvon L~ f = FL

Gesucht:
Kovarianzmatrix des Vektors f s



Genauigkeit

Kovarianzfortpflanzungsgesetz

Gegeben:
Kovarianzmatrix des Vektors L~ Xy
Vektor f als lin. Funktionvon L~ f = FL

Gesucht:
Kovarianzmatrix des Vektors f s
Beispiel: L, L,

f=L+L=>0 1) (Z) 2= (:(3) 9}) [cm?]



Genauigkeit

Kovarianzfortpflanzungsgesetz

Gegeben: .
Kovarianzmatrix des Vektors L~ 2y = E ((L —E()) - (L - E(L)) )
Vektor f als lin. Funktionvon L~ f = FL



Genauigkeit

Kovarianzfortpflanzungsgesetz
Gegeben:

Kovarianzmatrix des Vektors L 2y = E ((L —EW)) - (L - E(L))T)
Vektor f als lin. Funktionvon L~ f = FL

2fp =



Genauigkeit

Kovarianzfortpflanzungsgesetz
Gegeben:

Kovarianzmatrix des Vektors L 2;; = E ((L —EW)) - (L - E(L))T)
Vektor f als lin. Funktionvon L~ f = FL

Zp=E ((FL — E(FL)) - (FL — E(FL))T)



Genauigkeit

Kovarianzfortpflanzungsgesetz

Gegeben: .
Kovarianzmatrix des Vektors L 2;; = E ((L —E()) - (L - E(L)) )
Vektor f als lin. Funktionvon L~ f = FL

T
pp =k ((FL - E(,FL)) (FL- E,(FL)) ) Linearitat des

= B ((FL - FEW)) - (FL - FEW))" ) Erwartungswerts!



Genauigkeit

Kovarianzfortpflanzungsgesetz

Gegeben: .
Kovarianzmatrix des Vektors L~ Zpp = E ((L —E()) - (L - E(L)) )
Vektor f als lin. Funktionvon L~ f = FL

T
— : — E(FL)
“ff = E((FL E(FL)) (FL E,( ) )Lmeantatdes

((FL FE(L)) (FL — FE(L)) )Ervvartungsvvertsl
E(F-(L-EW)-(L-EW) F")



Genauigkeit

Kovarianzfortpflanzungsgesetz

Gegeben: .
Kovarianzmatrix des Vektors L~ Zpp = E ((L —E()) - (L - E(L)) )
Vektor f als lin. Funktionvon L~ f = FL

T
_ .(FL — E(FL)
211 E((FL E(FL)) (FL E,( ) )Lmeantatdes

((FL FE(L)) (FL — FE(L)) )Ervvartungsvvertsl
(F-(L-EW) (L-EW) FT)

E((L E(L)) - (L - E(L)))

E
E
¥
F -



Genauigkeit

Kovarianzfortpflanzungsgesetz

Gegeben: .
Kovarianzmatrix des Vektors L~ Zpp = E ((L —E()) - (L - E(L)) )
Vektor f als lin. Funktionvon L~ f = FL

T
2 =E((FL—-E(FL)) - (FL — E(FL)
4 (( ( ) .( ) )Lmeamtat des

E((FL FE(L)) (FL— FE(L)) )Ervvartungsvvertsl
‘(F (L-EW)- (L -E®) FT)

= ((L E(L)) - (L - E(L)))
= FX F"



Genauigkeit

Kovarianzfortpflanzungsgesetz
Gegeben:

Kovarianzmatrix des Vektors L~ 2y = E ((L —EW)) - (L - E(L))T)
Vektor f als lin. Funktionvon L~ f = FL

fo —_ FZLLFT



Genauigkeit

Kovarianzfortpflanzungsgesetz

Gegeben: .
Kovarianzmatrix des Vektors L 2;; = E ((L —E()) - (L - E(L)) )
Vektor f als lin. Funktionvon L~ f = FL

fo —_ FELLFT

3 0

Beispiel: f=Li+L,=(1 1) (i;) 2 = (O 4) [sz]

=0 DT Ge) ()= e



Genauigkeit

Kovarianzfortpflanzungsgesetz
flir X ?

Ausgleichung mit Ziel v' Pv — Min:



Genauigkeit

Kovarianzfortpflanzungsgesetz
flir X ?

Ausgleichung mit Ziel v' Pv — Min:
ATPAX = ATPL



Genauigkeit

Kovarianzfortpflanzungsgesetz

Ausgleichung mit Ziel v' Pv — Min:
ATPAX = ATPL
= X=(ATPA)1ATPL



Genauigkeit

Kovarianzfortpflanzungsgesetz

Ausgleichung mit Ziel v' Pv — Min:
ATPAX = ATPL
= X=(ATPA)1ATPL

Also: 2% =



Genauigkeit

Kovarianzfortpflanzungsgesetz

Ausgleichung mit Ziel v' Pv — Min:
ATPAX = ATPL
= X=(ATPA)ATPL
Also:  Xepe = FX,, FT ~ mit F=(A"PA)"'A"P



Genauigkeit

Kovarianzfortpflanzungsgesetz

Ausgleichung mit Ziel v' Pv — Min:
ATPAX = ATPL
< X =(ATPA)1ATPL
Also:  Ege = FE FT  mit F=(A"PA)"'A"P
= 05 FQ F"



Genauigkeit

Kovarianzfortpflanzungsgesetz

Ausgleichung mit Ziel v' Pv — Min:
ATPAX = ATPL
= X=(ATPA)1ATPL
Also:  Xee = FX, FT ~ mit F=(A"PA)'A"P
=0 FQ F" = 05(A"PA)'A"PQ F"



Genauigkeit

Kovarianzfortpflanzungsgesetz

Ausgleichung mit Ziel v' Pv — Min:
ATPAX = ATPL
= X=(ATPA)1ATPL
Also:  Xee = FX, FT ~ mit F=(A"PA)'A"P
= 0y FQLLFT = 05 (A"PA)'A"PQ F"
= 02(ATPA)1ATFT



Genauigkeit

Kovarianzfortpflanzungsgesetz

Ausgleichung mit Ziel v' Pv — Min:
ATPAX = ATPL
= X=(ATPA)1ATPL
Also:  Xee = FX, FT ~ mit F=(A"PA)'A"P
= 0y FQLLFT = 05 (A"PA)'A"PQ F"
= 00 2(ATPA)TATFT
= 02(ATPA)"1ATPA (ATPA)™!



Genauigkeit

Kovarianzfortpflanzungsgesetz

Ausgleichung mit Ziel v' Pv — Min:
ATPAX = ATPL
= X=(ATPA)1ATPL

Also:  Xee = FX, FT ~ mit F=(A"PA)'A"P
= 0y FQLLFT =05 (A"PA)'A"PQ F"
= 00 2(ATPA)ATFT
= 7% 2(ATPA)"1ATPA (ATPA)T
= o5 (ATPA)™1



Genauigkeit

Kovarianzfortpflanzungsgesetz

Ausgleichung mit Ziel v' Pv — Min:

Genauigkeit der ausgeglichenen Unbekannten:

Zzz = 05 (A"PA)!



Genauigkeit

Kovarianzfortpflanzungsgesetz

Ausgleichung mit Ziel v' Pv — Min:
Genauigkeit der ausgeglichenen Unbekannten:

Zzz = 05 (A"PA)!

Genauigkeit der ausgeglichenen Beobachtungen:
Xy = wegen L = AX



Genauigkeit

Kovarianzfortpflanzungsgesetz

Ausgleichung mit Ziel v' Pv — Min:
Genauigkeit der ausgeglichenen Unbekannten:

Zzz = 05 (A"PA)!

Genauigkeit der ausgeglichenen Beobachtungen:
_ T T — AX
277 = A23zA wegen L = AX



Genauigkeit

Problem:
Berechnungvon Xy = o4 (ATPA)™1

erfordert Kenntnis von a&.

Losung:
Schatze ag durch Ausgleichung (Kenntnis von
Genauigkeitsrelationen Qp vorausgesetzt)



Genauigkeit

o lasst sich mittels v abschatzen.

., vPv| o

68 = st ein erwartungstreuer Schétzer fur oé.
n—u

(ohne Beweis)



Genauigkeit

o lasst sich mittels v abschatzen.

vl Py
T — st ein erwartungstreuer Schétzer fir a§.
(ohne Beweis)
Beispiel 1:

1 L1 )?_Ll
v:AX—L:<)X—<E)= :
1 Ly X—1L,



Genauigkeit

o lasst sich mittels v abschatzen.

., vPv| e
Gy = —— st ein erwartungstreuer Schétzer fur o§.
(ohne Beweis)
Beispiel 1: " L, -1,
v:AX—L:<)X—<E)= :
1 Ly X—1L,




Genauigkeit

o lasst sich mittels v abschatzen.

., vPv| e
Gy =—— st ein erwartungstreuer Schétzer fir a§.
(ohne Beweis)
Beispiel 1: " L, -1,
v:AX—L:<)X—<E>= :
1 L, X—1L,
viPv vlv




Genauigkeit

o lasst sich mittels v abschatzen.

vl Py
T — st ein erwartungstreuer Schétzer fir a§.
(ohne Beweis)
Beispiel 1: >

1 L1 X_Ll
v:AX—L:<)X—<E)= :
1 Ly X—1L,

Stichprobenvarianz

vIPv vy n (R-1L,)

n—u n-—1 n—1




Genauigkeit

Beweis fir Spezialfall Mittelwert

Yo (X - Li)2>

n—1

E(68) = E(




Genaulgkelt

Beweis fir Spezialfall Mittelwert

— (2221()? - Li)2>l u = E(X)

n—1
2?1()( u+pu— L))

——E(
( ((X u) —2(X - M)(L._M)JF(L__M)Z))
<k

——E(

N1 (X - u) — 230 (8 — i) (L — ) + B (g — )?)
n(X = )" —2n(X — 1)(X — ) + 04 (L — ?)
= EE (Z?=1(Li —? = n(X - Il)z)

— ﬁ(Z?:1E(Li — n)? —nE (()? — ,u)z)>
1 2 oé

2
= — |\ No —n—) =
n—1( 0 n 0

(nog — noj



Genauigkeit

Beispiel 2: Ausgleichung von Hohendifferenzen

v=L-1L
4.2 4.1 0.1
—6.8 —7.0 0.2
= 1.3 —| 1.1 =1 0.2
1.3 1.2 0.1

55/ m 54/ m 0.1

., V'Pv_ 011m?

_ 2
00 = -3 = 0.055m




Genauigkeit

Beispiel 2: Ausgleichung von Hohendifferenzen
Zzx =05 - (A"PA)™



Genauigkeit

Beispiel 2: Ausgleichung von Hohendifferenzen

Yoo =0l - (ATPA)™1
0.625 0.500 0.375
= 0.055 m? - <0.500 1.000 0.500>

0.375 0.500 0.625



Genauigkeit

Beispiel 2: Ausgleichung von Hohendifferenzen

Yoo =0l - (ATPA)™1
0.625 0.500 0.375
= 0.055 m? - <0.500 1.000 o.500>

0.375 0.500 0.625

0.0344 0.0275 0.0206
=10.0275 0.0550 0.0275
0.0206 0.0275 0.0344/ m?



Genauigkeit

Beispiel 2: Ausgleichung von Hohendifferenzen

Yoo =0l - (ATPA)™1
0.625 0.500 0.375
= 0.055 m? - <0.500 1.000 o.500>

0.375 0.500 0.625

0.0344 0.0275 0.0206
=10.0275 0.0550 0.0275
0.0206 0.0275 0.0344/ m?

On, = 0, =+/0.0344m? = 0.185 m
o, =+/0.0550 m2 = 0.235 m




Genauigkeit

Beispiel 2: Ausgleichung von Hohendifferenzen
42m, —08 _26m

Ah, ; = =4
PZ ‘ 23 >‘P3

Ah4,2 — .- 13

Ah3,4 :-Hm

1.3

Ah,, = X2 m
P,® : ®p
0Om —1.3 m

On, = 0, =+/0.0344m? = 0.185 m
o, =+/0.0550 m2 = 0.235 m




)

Genauigkeit



Genauigkeit

Zip = AZzzA'



Genauigkeit

Zip = AZzzA'

0.0344 —-0.0069 -—-0.0069 -0.0206 0.0138
—0.0069 0.0344 -0.0206 -—0.0069 -—-0.0138

=1 —0.0069 -0.0206 0.0344 —-0.0069 -0.0138
—0.0206 —0.0069 —-0.0069 0.0344 0.0138
0.0138 —0.0138 -0.0138 0.0138 0.0275 / m?



Genauigkeit

Zip = AZzzA'

0.0344 —-0.0069 -—-0.0069 -0.0206 0.0138
—0.0069 0.0344 -0.0206 -—0.0069 -—-0.0138

=1 —0.0069 -0.0206 0.0344 —-0.0069 -0.0138
—0.0206 —0.0069 —-0.0069 0.0344 0.0138
0.0138 —0.0138 -0.0138 0.0138 0.0275 / m?

OAhy 5, = OAhys = OAhs, = OAhy, = V/0.0344 m2 = 0.185 m

Oan,, =V0.0275m? = 0.166 m

Genauigkeitsgewinn

Vergleich: 6, =023m — .
° durch Ausgleichung



Genauigkeit

Kovarianzfortpflanzungsgesetz

Ausgleichung mit Ziel v' Pv — Min:
Genauigkeit der ausgeglichenen Unbekannten:

Zzz = 05 (A"PA)!

Genauigkeit der ausgeglichenen Beobachtungen:
_ T T — AX
277 = A23zA wegen L = AX



