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Wozu kiirzeste Wege?
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Modellierung des Problems Routenplanung

StraBenkreuzung — Knoten

StraBenabschnitt — zwei entgegengerichtete Kanten
EinbahnstraBenabschnitt — in Fahrtrichtung gerichtete Kante
Fahrtzeit fiir Abschnitt e — Kantengewicht w(e) > 0

StraBennetz — gerichteter, gewichteter und zusam-
menhadngender Graph G = (V, E)

Start — Knoten s € V
Ziel — Knoten t € V

Start-Ziel-Route — s-t-Weg, d.h. Folge von Kanten
(s,v1), (vi,v2), ..., (v, t) in G



Wozu kiirzeste Wege?
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Wozu kiirzeste Wege? (|

DE| BAHN Kontakt | Hife | Stemap a a+ a++ | Frage oder Suchbegriff eingeben ... |l L1
Startseite | Angebotsberatung | Fahrplan & Buchung | Services | BahnCard | Urlaub Meine Bahn
¥4 suche Ticket&Reservierung Zahlung Buchung Bestatigung Kurzfristige
> Meue Anfrage Fahrplanidnderungen
|/ Reisedaten 1 Erwachsener, 2. Klasse Informieren Sie sich hier Gber
aktuelle Verkehrsmeldungen.
| Hinfahrt von [ Wiirzburg Hbf | [Di 120110 8] Ed © Abfahrt () Ankunft * Weitere Informationen

nach | Mathematisches Institut, Wi |

< weitere Angaben Gndern

Ihre Hinfahrtmaglichkeiten - sortiert nach [Abfahrt = Druckansicht
Bahnhof/Haltestelle Datum Zeit Dauer Umst. Produkte Mormalpreis
“+ Frilher
Widrzburg Busbahnhof i : Preisauskunft nicht maglich
kd el e . 0:16 0 Bus s = Rickfahrt hinzufligen
Mathematisches Institut, Wirzburg D, 12.01.10 an 10:45 kil
Wiirzburg Busbahnhof Di, 12.01.10 ab 10:49 Preisauskunft nicht maglich
ed : 0:16 0 Bus ; > Rickfahrt hinzufigen
Mathematisches Institut, Wirzburg Di, 12.01.10 an 11:05 b
Wikrzburg Busbahnhof Di. 12.01.10 ab 1109 Preisauskunft nicht maglich
2 ; 0:16 0 Bus 2 > Rickfahrt hinzufigen
Mathematisches Institut, Wiirzburg Di, 12.01.10 an 11:25 Rl
] Detais fir alle anzeigen v Spéter

ﬁﬁ MobilCheck ila UmweltMobilCheck




Was ist das Problem?

Eingabe:

e gerichteter, zusammenhangender Graph G = (V/, E)
mit nicht-negativen Kantengewichten w: £ — QF,

e Knoten s und t

Ausgabe:

o kiirzester s-t-Weg W in G, d.h. > _ ., w(e) minimal.

Darstellung durch Vorganger-Zeiger 7:
m(v) Vorganger von v auf kiirzestem s-v-Weg.



Was ist das Problem?

Eingabe:

e gerichteter, zusammenhangender Graph G = (V/, E)
mit nicht-negativen Kantengewichten w: £ — QF,

e Knoten s urerT

Ausgabe:

firallet e V
o kiirzestef s-t-Wege W in G, d.h. > _ ., w(e) minimal.

Darstellung durch Vorganger-Zeiger 7:
m(v) Vorganger von v auf kiirzestem s-v-Weg.

Nebenbemerkung: Analoge Berechnungsverfahren?



Dijkstra — BFS mit Gewichten

Dijkstra(WeightedGraph G = (V/, E; w), Vertex s)
Initialize( G, s)
@ = new PriorityQueue(V,(d) BFS(Graph G, Vertex s)
while not Q.Empty() do

Re

u = Q.ExtractMin()

foreach v € Adj[u| do
| Relax(u, v; w)

u.color = black

ax(u, v; w)
if v.d > u.d + w(u, v) then

v.color = gray
v.d = u.d + w(u, v)
V.T = U

. Q.DecreaseKey(v, v.d)

Initialize( G, s)

Q = new Queue()

Q.Enqueue(s)

while not Q.Empty() do

u = Q.Dequeue()

foreach v € Adj[u| do

if v.color == white then
v.color = gray

v.d =u.d+1

V.T = U

. Q.Enqueue(v)

| u.color = black




Dijkstra — ein Beispiel

Dijkstra(WeightedGraph G, Vertex 5)

- Initialize( G, s)
.~ Q = new PriorityQueue(V, d)
- while not Q.Empty() do
: u = Q.ExtractMin()
foreach v € Adj[u| do

| Relax(u, v; w)

u.color = black

Re ax(u, v; w) 5 Initialize(Graph G, Vertex s)
if v.d > u.d+ w(u,v) then foreach v € V do
v.color = gray . u.color = white

u.m = nil
V. T = U

Q.DecreaseKey(v, v.d) sd =

s.color = gray



Kirzester-Wege-Baum
mit Wurzel s

Dijkstra — ein Beispiel

irDukstra(WelghtedGraph G, Vertex 5)
- Initialize(G, s)

.~ @ = new PriorityQueue(V, d)

- while not Q.Empty() do

: u = Q.ExtractMin()

foreach v € Adj[u| do

| Relax(u, v; w)

u.color = black

Re ax(u, v; w) 5 Initialize(Graph G, Vertex s)
if v.d > u.d+ w(u,v) then foreach v € V do
v.color = gray . | u.color = white

v.d = u.d + w(u, v) u.d = 00
| um = nul
V.T = u

s.color = gray

Q.DecreaseKey(v, v.d) sd=0




Dijkstra — die Laufzeit
{Dijk's'iir'a"(We'iéjh't'éa'(';'fébh'"G'"Ve'ii'e'k"s")' Abk. fir O(|V])

~ Initialize( G, s) ; .
~ Q = new PriorityQueue(V, d) E O(V) Zeit

~ while not Q.Empty() do

u = Q.ExtractMin() égenau V| mal
foreach v € Adj[u| do
| Relax(u, v; w) -Wie oft wird Relax
_____ _ u.color =black  jaufgerufen’
Relax(u, viw) Fiir jeden Knoten ueV
if v.d > u.d+ w(u,v) then genau !AdJ[U]\—deg u mal,

v.color = gray
v.d = u.d + w(u, v) |
V.T = u | Also wird DecreaseKey

 (.DecreaseKey(v, v. d) O(E) mal aufgerufen.

also insg. ©(E) mal.
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Dijkstra — die Laufzeit

Satz. Gegeben ein Graph G=(V, E), lauft Dijkstras Alg. in
O(V TExtractMin(‘VD + E - TDecreaseKey(‘V’)) Leit.

Implementierung
einer PriorityQueue TExtractMin(n) 7--DecreaseKey(n) 7--Dijkstra(‘ VL ‘ED

als unsortiertes Feld O(n) o(1)* o(v? 1)
als Heap| O(log n) O(logn)™™ |O(E log V)

als Fibonacci-Heap| O(log n) O(1) O(E+VlogV)
amortisiert amortisiert | im Worst-Case!

*) Das geht, weil wir bei ExtractMin Liicken im Feld lassen; daher bleiben die Schliissel an ihrem Platz (— Direktzugriff)
**) Das geht, obwohl wir im Heap nicht suchen kénnen (!). Wir merken uns stindig fiir jeden Knoten, wo er im Heap steht.

Korollar. In einem Graphen G = (V, E; w) mit w: E — Q¢
kann man in O(E + V' log V) Zeit die kiirzesten Wege
von einem zu allen Knoten berechnen (SSSP-Problem).




Dijkstra — die Korrektheit

siche [CLRS]|, Kapitel 24.3., Satz 24.6:
Korrektheisbeweis mittels Schleifeninvariante.

oder

MIT-Vorlesungsmitschnitt von Erik Demaine:
http://videolectures.net/mit6046j£05_demaine_lecl?
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Wozu kiirzeste Wege? (111) — SMSen
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Modellierung — SMSen

Graph:

Gesucht:

Losung:

10,00001 __

Knoten = Buchstaben
Kanten = aufeinanderfolgende Buchst.

Gewichte = Wahrscheinlichkeiten w / Haufigkeiten

13

Weg P von . nach u mit gréBter WK (=]

dynamisches Programmieren. . .

lecpP w(e))
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| iteratur

e A note on two problems in
connexion with graphs.
Edsger Wybe Dijkstra:
Numerische Mathematik,
Band 1, S. 269-271, 1959

Lesen Sie
e Das Geheimnis des /4] rein!

kiirzesten Weges.
Ein mathematischés Abenteder.
Peter Gritzmann und

René Brandenberg:
Springer-Verlag, 3. Aufl., 2005.

Beide Werke sind iiber die UB
frei zuganglich und iiber unsere
WueCampus-Seite verlinkt!

Edsger Wybe Dijkstra
* 1930 in Rotterdam
T 2002 in Nuenen, Niederlande




Kurzeste Wege nach Dijkstra

15

Eingabe

Algorithmus

Laufzeit

ungewichteter Graph
nicht-neg. Kantengew.
azyklischer Graph

negative Kantengew.

Breitensuche
Dijkstra
topol. Sortieren

Bellman-Ford

letztes

O(E T \/) Mal \/
O(E+ VliegV)
O(E+V) iV

Vorlesung Adv.
O(E\/) Algorithms (M.Sc.)

fiir alle Knotenpaare |V| x Dijkstra O(V(E + V log V)\)/
+ negative Kantengew. Floyd-Warshall O(V?)

Johnson O(V(E + Vlog V))
k kiirzeste s-t-Wege Eppstein O(k+ E + Viog V)
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