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Dynamische Menge

verwaltet Elemente einer
sich andernden Menge M

Abstrakter Datentyp Funktionalitat
Insert(key k, i -

Delete(p'r x) » Anderungen
Search(key k)
Minimum()
Maximum() » Anfragen
Predecessor(ptr x)

Successor(ptr x)

Implementierung: je nachdem...
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Rot-Schwarz-Baume: Eigenschaften

Rot-Schwarz-Baume sind bindare Suchbaume mit folgenden
Rot-Schwarz-Eigenschaften:

(E1) Jeder Knoten ist entweder 6
rot oder schwarz.

(E2) Die Wurzel ist schwarz.

(E3) Alle Blatter sind schwarz.

(E4) Wenn ein Knoten rot ist,
sind seine beiden Kinder schwarz.

(E5) Fir jeden Teilbaum gilt: alle Wurzel-Blatt-Pfade enthalten
dieselbe Anzahl schwarzer Knoten.

Aus (E4) folgt: Auf keinem Wurzel-Blatt-Pfad folgen zwei rote
Knoten direkt auf einander.
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Technisches Detall

Node

Key key
Node left
Node right

Node p
JAY

RBNode

T.root, T.nil
Color color root, 1.nt

/weck: um Baum-Operationen pragnanter aufschreiben zu
konnen. (Wir zeichnen den Dummy-Knoten i.A. nicht.)
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Node Insert(key k)
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while x # nil do
y =X
if kK < x.key then
| x = x.left
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else y.right = z super(k, par)
color = ¢

return z



Einfligen

RB - RB
Node Insert(key k)
y = T .nil
x = root Widerspruch
while x % T nil do zu Eig. (E4)
y =X
if kK < x.key then
| x = x.left
 else x = x.right Z
Z — New NOde(k,y}, T@d) Node( k, pafr)
if y == T .nil then root = z ey = k
p = par
else. right = left = T .nil
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| x = x.left
else x = x.right Z
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Einﬂjgen Laufzeit? O(h) = O(log n)

RB - RB L
Node Insert(key k)
y = T .nil
x = root E Widerspruch
while x # T.nil do 2u Eig- (E4)
y =X 9
if kK < x.key then
| x = x.left
else x = x.right z
Z — hew NOde(k,y}, T@d) Node( k, pafr)
if y == T .nil then root = z ey = k
p = par
else. right = left = T .mnil
if kK < y.key then y.lgft =z RBNode(_ . 3
else y.right = z super(k, par)
RBInsertFixup(z) <— color = ¢

return z
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y = z.p.p.rtght // Tanteivon z
if y.color == red then

else ;
if z== z.p.right then
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| else. . // wie oben, aber re. & li. vertauscht
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Korrektheit

Zu zeigen: RBlinsertFixup stellt R-S-Eigenschaft wieder her.

Schleifeninvariante

e z Ist rot.
e Falls z.p die Wurzel ist, dann ist z.p schwarz.
e Falls R-S-Eig. verletzt sind, dann entweder (E2) oder (E4).

— Falls (E2) verletzt ist, dann weil z = root und z rot ist.
— Falls (E4) verletzt ist, dann weil z und z.p rot sind.

Zeige: — Initialisierung
— Aufrechterhaltung
— Terminierung

Viel Arbeit! Siehe [CLRS, Kapitel 13.3].



Laufzeit RBlInsertFixup

""""""""""""""""""""""""""""

‘while z.p.color == red do
| if z.p == z.p.p.left then
y = z.p.p.right

if y.color == red then

else ;
if z== z.p.right then

et

z.p.color = black
z.p.p.color = red
 RightRotate(z.p.p)

else ... // wie oben, aber re. & li. vertauscht

‘root.color = black

13



Laufzeit RBlInsertFixup

while z.p.color == red do
| if z.p == z.p.p.left then

y = z.p.p.right

if y.color == red then

else ;
if z== z.p.right then

. oo

z.p.color = black )
z.p.p.color = red \ 0(1)
 RightRotate(z.p.p) -

else ... // wie oben, aber re. & li. vertauscht

‘root.color = black

13



13

Laufzeit RBInsertFixup
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while z.p.color == red do

if z.p == z.p.p.left then
y = z.p.p.right

if y.color == red then
z.p.color = black
z.p.p.color = red
y.color = black

Z=2z.p.p

<

13
Insgesamt:

Fall 1 O(h) mal
2 <1 mal
3 <1 mal

O(log n) Umfarbungen
und < 2 Rotationen

Klettert im Baum

N

else
if z== z.p.right then

Lz:z.p

LeftRotate(z)
z.p.color = black -

}o(1)

AY

2 Ebenen nach oben.

Fihrt zum Abbruch

z.p.p.color = red
 RightRotate(z.p.p)

} o(1)

else ... // wie oben, aber re. & li. vertauscht

root.color = black

der while-Schleife.
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L6schen in (farblosen) binaren Suchbaumen

Sei z der zu I6schende Knoten. Wir betrachten drei Falle:
S if z.left == nil then
1. z hat kein li. Kind. Transplant(z,z_fm:ght)

Setze z.right an die Stelle von z. E([ T

Losche z.

_ _ else if z.right == nil then 16
2. z hat kein re. Kind. | Transplant(z, z.left)

] /
symmetrisch! 17

y = Successor(z)

if y.p 7& z then 14 18
Transplant(y, y.right)

Setze y = Successor(z) y.right = z.right
Falls y.p # z, setze y.right L Y-Tight.p=y
an die Stelle von y. Transplant(z, y)

Setze y an die Stelle von z y-left = z.left

3. z hat zwei Kinder.




Léschen (Ubersicht)

Delete(Node z)

else

else // zwei Kinder
y = Successor(z)
if y.p # z then
Transplant(y, y.right)
y.right = z.right
. y.right.p=y
Transplant(z, y)
y.left = z.left
_ y.leftp=y

15



RBDelete(Node z) RBTransplant(u, v)

: _ if u.p == T .nl then root = v
if z.left == T .n:l then

else
RBTransplant(z, z.right) i g == Bp.lie) Uiy
olse | u.p.left =v
if z.right == T .nil then else u.p.right = v
Of vVFns-then v.p = u.
RBTransplant(z, z.left) I VBT P
else

y = Successor(z)

if y.p == z then

else
RBTransplant(y, y.right)
y.rtght = z.right

| y.right.p=y

RBTransplant(z, y)

y.left = z.left

y.left.p=1y
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RBDelete(Node z) y zeigt auf den Knoten, der 10

y = z; origcolor = y.color entweder geldscht oder
if z.left == T .nil then verschoben wird.
X = z.right
RBTransplant(z, z.right) x zeigt auf den Knoten, der die
else Stelle von y einnimmt —
if z.right == T .nul then _ o _
x = z.left das ist entweder.das einzige Kind
RBTransplant(z, z.left) von y oder T.nul.
else

y = Successor(z)
origcolor = y.color

X = y.right
if yp==2zthen x.p=y
else

RBTransplant(y, y.right)
y.right = z.right
| y.right.p=y
RBTransplant(z, y)
y.left = z.left
y.left.p = y; y.color = z.color

if origcolor == black then RBDeleteFixup(x)



RBDelete(Node z)
— z; origcolor = y.color
if z.left == T .n:l then

X =

else

else

if z.

z.right

RBTransplant(z, z.right)

right == T .nil then
x = z.left
RBTransplant(z, z.left)

y = Successor(z)
origcolor = y.color
X = y.right
if yp==2zthen x.p=y
else
RBTransplant(y, y.right)
y.right = z.right
| y.right.p=y
RBTransplant(z, y)
y.left = z.left
y.left.p = y; y.color = z.color

y zeigt auf den Knoten, der 10

entweder geloscht oder
verschoben wird.

x zeigt auf den Knoten, der die
Stelle von y einnimmt —

das ist entweder das einzige Kind
von y oder T .nil.

* Falls y urspriinglich rot war,
bleiben alle R-S-Eig. erhalten:

e Keine Schwarzhohe hat sich
verandert.

e Keine zwel roten Knoten
sind Nachbarn geworden.

e y rot = y #* Wurzel =
Wurzel bleibt schwarz.

if origcolor == black then RBDeleteFixup(x)
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Was kann schief gehen, wenn y schwarz war?

(E2) y war Wurzel, und ein rotes Kind von y wurde Wurzel.
(E4) x und x.p sind rot.
(E5) Falls y verschoben wurde, haben jetzt alle Pfade,

die vorher y enthielten, einen schwarzen Knoten zu wenig.

.Repariere” Knoten x zahlt eine schwarze Einheit extra
(E5): (ist also ,, rot-schwarz® oder , doppelt schwarz")

Ziel: Schiebe die iiberzahlige schwarze Einheit nach oben, bis:
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17

— Problem wird lokal durch Umfarben & Rotieren gelost.



RBDeleteFixup(RBNode x)

‘while x # root and x.color == black do

| if x == x.p.left then .
w = x.p.right // Schwester von x:
if w.color == red then |

if w.left.color == black and
w.right.color == black then

LT

else // kommt gleich!!

else // wie oben; nur left <> right

X color = black
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RBDeleteFixup(RBNode x)

‘while x # root and x.color == black do
| if x == x.p.left then

w = x.p.right // Schwester von x|

if w.color == red then
Ziel: |
w — schwarz |
ohne R-S-Eig.
zu verletzen.
if w.left.color == black and

w.right.color == black then

LT

else // kommt gleich!!

else // wie oben; nur left <> right

X color = black

18




RBDeleteFixup(RBNode x)

while x # root and x.color == black do
if x == x.p.left then

w = x.p.right

if w.color == red then
w.color = black 4.
x.p.color = red w — schwarz
LeftRotate(x.p) ohne R-S-Eig.
w = x.p.right zu verletzen.

if w.left.color == black and
w.right.color == black then
L w.color = red

X = X.p

else

else

x.color = black

18



RBDeleteFixup(RBNode x)

‘while x # root and x.color == black do

if x == x.p.left then .
w = x.p.right // Schwester von x:

if w.color == red then
Ziel: |
w — schwarz |
ohne R-S-Eig.
zu verletzen.
if w.left.color == black and

w.right.color == black then

raufschieben.
else // kommt gleich!!

else // wie oben; nur left <> right

X color = black

18




RBDeleteFixup(RBNode x)

while x # root and x.color == black do
if x == x.p.left then
w = x.p.right
if w.color == red then
w.color = black ..
iel:
x.p.color = red w — schwarz
LeftRotate(x.p) ohne R-S-Eig.
w = x.p.right zu verletzen.
if w.left.color == black and
w.right.color == black then
w.color = red Schw. Einheit
X = X.p raufschieben.
| else
else

x.color = black

18
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RBDeleteFixup(RBNode x)

while x # root and x.color == black do
if x == x.p.left then
w = x.p.right
if w.color == red then
w.color = black ..
iel:
x.p.color = red w — schwarz
LeftRotate(x.p) ohne R-S-Eig.
w = x.p.right zu verletzen.
if w.left.color == black and
w.right.color == black then
w.color = red Schw. Einheit
X = X.p raufschieben.
| else
else

x.color = black

Bem.: Anz. der schw. Knoten (inkl. Extra-Einh. bei x) bleibt auf allen Pfaden gleich!
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RBDeleteFixup(RBNode x)

while x # root and x.color == black do
if x == x.p.left then
w = x.p.right
if w.color == red then
w.color = black ..
iel:
x.p.color = red w — schwarz
LeftRotate(x.p) ohne R-S-Eig.
w = x.p.right zu verletzen.
if w.left.color == black and
w.right.color == black then
w.color = red Schw. Einheit
X = X.p raufschieben.
L |e|se
else

x.color = black

Bem.: Anz. der schw. Knoten (inkl. Extra-Einh. bei x) bleibt auf allen Pfaden gleich!



RBDeleteFixup (Forts.)

else

if w.right.color == black then
w.left.color = black
w.color = red
RightRotate(w)

w = Xx.p.right

w.color = x.p.color
x.p.color = black
w.right.color = black
LeftRotate(x.p)

X = root

19
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else

if w.right.color == black then
w.left.color = black
w.color = red
RightRotate(w)

w = Xx.p.right

w.color = x.p.color
x.p.color = black
w.right.color = black
LeftRotate(x.p)

X = root

19




19

RBDeleteFixup (Forts.)

else
if w.right.color == black then
w.left.color = black
w.color = red
RightRotate(w)
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w.color = x.p.color
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w.right.color = black
LeftRotate(x.p)

X = root

Bem.: Anz. der schwarzen Knoten
(inkl. der Extra-Einheit bei x)

bleibt auf allen Pfaden gleich! |« B8 v o




vorher: 19

RBDeleteFixup (Forts_) # schwarze Einheiten = ¢ + 2

else
if w.right.color == black then
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vorher: 19

RBDeleteFixup (Forts_) # schwarze Einheiten = ¢ + 2

else
if w.right.color == black then
w.left.color = black
w.color = red
RightRotate(w)

w = Xx.p.right

w.color = x.p.color
x.p.color = black
w.right.color = black
LeftRotate(x.p)

X = root

Bem.: Anz. der schwarzen Knoten
(inkl. der Extra-Einheit bei x)
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RBDeleteFixup (Forts.)

else

X = root
Laufzeit? Fa
-3

-3

-3

if w.right.color == black then
w.left.color = black
w.color = red
RightRotate(w)

w = Xx.p.right

w.color = x.p.color

x.p.color = black
w.right.color = black
LeftRotate(x.p)

= < I
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RBDeleteFixup (Forts.)

else

X = root
Laufzeit? Fa
-3

-3

-3

1

2:
3:
4

if w.right.color == black then
w.left.color = black
w.color = red
RightRotate(w)

w = Xx.p.right

w.color = x.p.color

x.p.color = black
w.right.color = black
LeftRotate(x.p)

i O(h) Umfarbungen
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RBDeleteFixup (Forts.)

else

X = root
Laufzeit? Fa
-3

-3

-3

= < I

if w.right.color == black then
w.left.color = black
w.color = red
RightRotate(w)

w = Xx.p.right

w.color = x.p.color

x.p.color = black
w.right.color = black
LeftRotate(x.p)

O(h) Umfarbungen
1 Rotation + O(1)
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RBDeleteFixup (Forts.)

else

X = root
Laufzeit? Fa
-3

-3

-3

= < I

if w.right.color == black then
w.left.color = black
w.color = red
RightRotate(w)

w = Xx.p.right
w.color = x.p.color
x.p.color = black
w.right.color = black
LeftRotate(x.p)

O(h) Umfar
1 Rotation -

1 Rotation -

19




RBDeleteFixup (Forts.)

else

X = root
Laufzeit? Fa
-3
-3
-3

= < I

if w.right.color == black then
w.left.color = black
w.color = red
RightRotate(w)

w = Xx.p.right
w.color = x.p.color
x.p.color = black
w.right.color = black
LeftRotate(x.p)

O(h) Umfar

1
1
1

Rotation 4
Rotation 4

Rotation -
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Satz. Rot-Schwarz-Baume implementieren alle
dynamische-Menge-Operationen in O(log n) Zeit,
wobei n die momentane Anz. der Schliissel ist.
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Also gilt (sieche Lemma): h € O(log n)

\
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