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Sortieren durch Vergleichen

_ Sortieralg. _ _
Eingabefolge (a1, a»,...,a,) — Ausgabe: sortierte Eingabe
Schliisselvergleiche

Fiir festes n ist ein vergleichsbasierter Sortieralg.
charakterisiert durch seinen Entscheidungsbaum: ‘S/@Z\i

e innere Knoten = Vergleiche (0.B.d.A. immer <, z.B. , a1 < a,7")
e Blatter = sortierte Permutationen der Eingabe
e Kanten = Ergebnisse (</>) eines Vergleichs

Anz. Vgl. im worst case
= Lange eines langsten
Wurzel-Blatt-Pfads

—: Hohe des Baums

—hier 3




Eine untere Schranke

Frage: Wie viele Vergleiche braucht jeder vergleichsbasierte
Sortieralg. im worst case um n verschiedene Objekte

ZU sortieren?
M.a.W. Gegeben

— ein beliebiger vergleichsbasierter Sortieralgorithmus,
— eine Zahl n von verschiedenen Objekten, die man sortieren soll,

welche Hohe hat der Entscheidungsbaum mindestens?

Beob.: Die Hohe ist eine Funktion der Blatteranzahl.

Anz. Blatter = Anz. Permutationen von n Obj. = n!
Hohe Bindarbaum mit B Blattern > [log, B]

Héhe Entscheidungsbaum > log, n! = >7  log, i
> [Mlog, xdx =25 [[Inxdx = 1 [["1-Inx dx

a. @D ’,17 _flnX' % dx) — (nlnn—0)—(n—1)

e 2(nlog n)

partielle
Integration

fu/v:uv—fuv,



Resultat

Satz. Jeder vergleichsbasierte Sortieralg. benotigt im

schlechtesten Fall 2(nlog n) Vergleiche um n
Objekte zu sortieren.

Korollar. MergeSort und HeapSort sind asymptotisch
worst-case optimale vergleichsbasierte Sortieralg.



Wir durchbrechen die Schallmauer
(e SpaghettiSort sortiert Spaghetti nach Lange ;-)
e CountingSort sortiert Zahlen in {0, ..., k}

e RadixSort sortiert s-stellige b-adische Zahlen

e BucketSort sortiert gleichverteilte zufallige Zahlen

aus: www.marions-kochbuch.de By Eduard Marmet, CC BY-SA 3.0,
https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=5810282



CountingSort

Idee: 1) fiir jedes x in der Eingabe: zéhle die Anzahl der Zahlen < x

2) beniitze diese Information um x im Ausgabefeld
direkt an die richtige Position zu schreiben

Variable:

A Eingabefeld

B Ausgabefeld

Bsp:

C Rechenfeld
k begrenzt das Universum: {0

A |3

0

4

1

3

4

1

4

1b) Fiir jedes x in A, berechne die Anz. der Z

= C

C

la) Fiir jedes x in A, zdhle die Anz. der Zahlen gleich x

1{2]012]|3
ahlen < x
113




CountingSort

Idee: 1) fiir jedes x in der Eingabe: zéhle die Anzahl der Zahlen < x

2) beniitze diese Information um x im Ausgabefeld
direkt an die richtige Position zu schreiben

Variable:

A Eingabefeld

B Ausgabefeld

Bsp:

C Rechenfeld
k begrenzt das Universum: {0

A |3

0

4
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4

1

4

1b) Fiir jedes x in A, berechne

2) Schreibe jedes x in A direk

B

4

= C

C

la) Fiir jedes x in A, zdhle die Anz. der Zahlen gleich x
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2
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die Anz. der Zahlen < x

1

3

3

s

t an die richtige Position in B



CountingSort

Idee: 1) fiir jedes x in der Eingabe: zéhle die Anzahl der Zahlen < x

2) beniitze diese Information um x im Ausgabefeld
direkt an die richtige Position zu schreiben

Variable: A Eingabefeld C Rechenfeld

B Ausgabefeld | k begrenzt das Universum: {0

Bsp: 1a) Fiir jedes x in A, z3hle die Anz. der Zahlen gleich x

A 13[0(4]1|3|4(1[4| = C

1

2

0

2

3

1b) Fiir jedes x i\ A, berechne|die Anz. der Zahlen < x

C

0

1

3

3

5

2) Schreibe jedes x in irekt an die richtige Position in B

801133441'“

CountingSort ist stabil!



CountingSort

Plan: 1a) Fiir jedes x in A, z3hle die Anz. der Zahlen gleich x
1b) Fiir jedes x in A, berechne die Anz. der Zahlen < x

2) Schreibe jedes x in A direkt an die richtige Position in B

CountingSort(int[] A} int[] B, int k)

sei C[0..k] =(0,0,...,0) ein neues Feld
for j =1 to A.length do

fori=1to k do

for ] = Alength downto 1 do Aufgabe:

L Fiille die Felder mit Code,
der obige ldee umsetzt!



: Laufzeit: '
CountingSort O(n +k)
Plan: 1a) Fiir jedes x in A, z3hle die Anz. der Zahlen gleich x

1b) Fiir jedes x in A, berechne die Anz. der Zahlen < x

2) Schreibe jedes x in A direkt an die richtige Position in B

CountingSort(int[] A} int[] B, int k)
sei C[0..k] = (0,0,..., 0) ein neues Feld
for j = 1 to |A.length do C[A[j]] = CIA[j]] +1

for i=1to kdo C|i] = Cl[i]+ C[i — 1]
for j = A.length downto 1 do

L BICIALI] = Al
CIAU]l = ClA]] -1



RadixSort

Frage: Gegeben Liste von Menschen mit deren Geburtstagen.
Wie wiirden Sie die Liste nach Alter sortieren?

Drei (?) Losungen:
e Geburtstage in Anz. Tage seit 1.1.1970 umrechnen,
dann vergleichsbasiertes Sortierverfahren verwenden.

e Spezielle Vergleichsroutine schreiben und
in vergleichsbasiertes Sortierverfahren einbauen.

e Liste 3 sortieren: je 1x nach Jahr, Monat, Tag.
Aber in welcher Reihenfolge??

RadixSort(A, s) Laufzeit?

fori=1to s do
| sortiere A stabil nach der i-ten Stelle



Beispiel

Sortiere A= (5, 3,1, 3,1, 7, 5):

GemaR RladixSort erst nach Einern, dann (stabil) nach Zehnern.
A= (30, 10,10,20, 20,10, 30)

|

A = (11,13,15,23,25,31,37) ./

RadixSort(A, s)

fori=1to s do
| sortiere A stabil nach der i-ten Stelle

10



BucketSort

12

[CLRS]
A B
1|78 of/
0|17 1| {12 F—+{171 /]
3139 2| =126 =123 421 /]
421 3] =139/ A
5172 al/
6194 51/
7126 6| 1T=.68] /|
gl.12 7| =72 378l /]
9].23 s/
10|68 o =94l /. T L L AW _
A t | (c) www.seafish.org
L Eimerinhalt”: Verkettete Liste von Elementen aus A.
Hilfsfeld B[O..n — 1];
jeder Eintrag entspricht einem , Eimer" der Weite 1/n
Eingabefeld A[l..n] enthadlt Zahlen, Im Bsp. auf 2 Nach-

zufallig und gleichverteilt aus [0, 1) gezogen kommastellen gerundet!
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BucketSort BucketSort(Feld A von Zahlen in [0, 1))

A

78

17

39

26

72

94

21

12

23
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68
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n = A.length
lege Feld B[0..n — 1] von Listen an

? for j=1tondo

Bl L fige Al in Liste Bl{n-Alj]]] ein
Egens fori=0ton—1do ¢

/ | sortiere Liste B[i] = [;, H)NA
{587

S S~ hiange B[0], ..., B[n— 1] aneinander
1 o7 kopiere das Ergebnis nach A[l..n]

Korrektheit? 2 Falle: — A[i] und A[j] in der gleichen Liste

— Ali] und A[j] in verschiedenen Listen

Laufzeit? - erwartet, hingt von den zufilligen Zahlen in A ab

— hangt vom Sortieralgorithmus in Zeile 6 ab;

wir nehmen InsertionSort:  schnell auf kurzen Listen!



Erwartete Laufzeit von BucketSort

Tes(n) = ©(n) + S5 Tis(n;) = ©(n) + 31— O(n?)
E[Tes(n)] = E[O(n)+ X1~y O(n?)]
= O(n) + Y7y E[O(n?)]

= O(n) + Y725 O(E[n?))
Behauptung: E[n?]

A —|]
N

|

[ =

Beweis. Def. Indikator-ZV X; := 1, falls A[j] in Eimer i fillt.

= on =YX EIX]=PrlX = 1] = 1/n

2
— n,2 = (ijl XJ) — Zj:l Zk:l Xj Xk
= 2o X 201 2ok XiXe

14
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Erwartete Laufzeit von BucketSort
Behauptung:

Es gilt n} = D i1 X? + D i1 2ok XiXk E[nf] <2—
= E[n7] = er":l E[ij] + er';l Dk EIXiXi]

E[XJ?] — 1. |:>r'XJ_2 =1]+0- Pr[XJ? — 0] unabhangig. von j!
= 1-Pr[X; = 1] + 0 PrlX; = 0] :1-%+o=@)

E[X;iXd] = E[X] E[Xd] =2-1% :@‘xunabh. von j und k!
Lﬁjrj # k sind X; und X, unabhangig

£l07) = 5, €D T, S €D
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/usammenfassung

e Jedes vergleichsbasierte Sortierverfahren braucht im
schlechtesten Fall 2(nlog n) Vergleiche fiir n Zahlen.

e CountingSort sortiert Zahlen in {0, ..., k} (stabill)
Laufzeit fiir n Zahlen: O(n + k)

e RadixSort sortiert s-stellige b-adische Zahlen
Laufzeit fiir n Zahlen: O(s - (n+ b))

e BucketSort sortiert gleichverteilte zufallige Zahlen
erwartete Laufzeit fiir n Zahlen: O(n)

Bem. Die Idee mit den (gleichgroBen) Eimern ist
naturlich nicht nur auf Zufallszahlen beschrankt,
aber hier lasst sie sich hiibsch analysieren.
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