1.2 Determinanten

Beispiel 1.2.1:
Wir studieren zunéchst das allgemeine reelle Lineare Gleichungssystem der
Form:

anzr, +apry = b
a1 T1 +axpry = b

1. Fall: (CLH =0A 91 = 0)
Dann gibt es keine eindeutige Losung; entweder ist x; frei wiahlbar oder die
Gleichungen fiihren zu einem Widerspruch.

2. Fall: (all 7é oV asy 7é 0)
Sei nun aq; # 0, ansonsten tauschen wir die Zeilen.

ap; a2 | b Zy — I
Q21 Q22

bg ZQ — f21 Z1 — Z2
— a1 Q12
0 ag—ap 22

ail
ail

by
by — by - 92
a1 12
~ (0 @ia2—dizaz

ail
ail

by
ai1ba—bjag;

ail

Das Lineare Gleichungssystem ist also genau dann eindeutig l6sbar, wenn
11022 — 12021 7é 0.
Der Term ajjass — ajpag bestimmt (= determiniert), wann genau eine ein-
deutige Losbarkeit des 2 x 2 Linearen Gleichungssystems gegeben ist. Fiir die
Losung gilt dann:

ai1by — agiby ) birags — baara

To = ;T =
A11022 — Q21012 A11022 — Q21012

Zahler und Nenner von x5 und x; weisen analoge Termstruktur auf und lassen
darauf hoffen, dass sich ein allgemein-giiltiges Verfahren fiir die Losungsmen-
ge von Az = bmit A € M(n x n,R) ergibt.

Wir stellen im folgenden nur die Ergebnisse/Berechnungsverfahren fiir De-
terminanten von reellen quadratischen Matrizen dar, ohne die zugehorigen
Existenz- und Eindeutigkeitsbeweise zu fiihren.



Definition 1.2.2:

Eine Determinante det ist eine Abbildung, die jeder reellen Matrix

A € M(n x n,R) eine reelle Zahl det A zuordnet. Dabei miissen folgende
Eigenschaften der Determinante erfiillt sein:

(Wir notieren im folgenden die Matrix A spaltenweise, d.h. A = (a3, ...,d},...,d,)
wobei d; die j-te Spalte von A bezeichne.)

(1) Die Determinante ist additiv in jeder Spalte a; = b; + ¢;.

A= (1, ..., Q... dn) = (d1,....b;+ G, ... d)
=detA = det(ay,...,dj,...,d,)
— det(aﬁ,...,bg+c},...,a71)
det(ai,...,b;,...,a,) +det(ai,...,cj,...,ap)
(2) Die Determinante ist homogen in jeder Spalte a; =7 - b;; r € R.
A:(aﬁ,...,a_},...,a;):(di,...,r-b;,...,a})
=detA = det(ai,...,adj,...,d,)
= det(ai,...,r-bj,...,dy)
r-det(ai,...,b;,...,an)

(3) Die Determinante ist alternierend; d.h. das Vorzeichen der Determinante
andert sich bei Spaltentausch.

det(ai,...,d;,...,a5,...,a,) = —det(ai,...,aj,...,ai,...,dn,)

(4) Die Determinante ist normiert.

1 0 --- 0

. 0o . .
Sei B, = | =detE, =1

P ¢

0o --- 0 1

(Bemerkung: Ist eine Abbildung additiv und homogen, so wird sie linear ge-
nannt.
Eine Determinante ist also eine multilineare, alternierende und normierte

Abbildung.)



Wir notieren einige Folgerungen aus der Definition.

Lemma 1.2.3:

(i) Sind die i-te und j-te Spalte der Matrix A identisch, dann ist die Deter-
minante gleich 0.

Der Beweis nutzt die Eigenschaft, dass die Determinante alternierend ist; wir
tauschen die i-te und die j-te Spalte miteinander.

det((fl,...,5,...,5,...,@71):—det(aﬁ,...,5,...,5,...,@71)
= 2-det(dy,...,b,...,b,...,d;) =0
= det(dy,...,b,...,b,...,d;) =0

(ii) Wird der Spaltenvektor a; zu dj +r - a; verdndert, so bleibt die Determi-
nante gleich.

det(ai,...,a; +r-aj,...,a,) =
det(ai,...,a;,...,a,) +det(ai,...,r-ai,...,an) @
det(ay,...,aj,...,a,) +r-det(ai,...,ay,...,dn,) =
det(d@ly ...\ @y @) 7 Aet(@hy sy e )
det(ay,...,a;,...,a,)+7r-0 =
det(ai,...,a;,...,a,)

(1) Determinante ist additiv.
(2) Determinante ist homogen.
(3) Lemma 1.2.3

Satz 1.2.4:
Ist A € M(n x n,R) eine obere (oder untere) Dreiecksmatrix, dann ist die

Determinante von A das Produkt der Diagonalelemente. det A = H aj;

(Eine Matrix A € M (n xn,R) heift obere Dreiecksmatrix, falls alle Emtrage
unterhalb der Diagonalen 0 sind, also A = (a;;) mit a;; = 0, falls ¢ > j.
Eine Matrix A € M(n x n, R) heifst untere Dreiecksmatrix, falls alle Eintrége
oberhalb der Diagonalen 0 sind, also A = (a;;) mit a;; = 0, falls i < j.)

Satz 1.2.5:

(1) Matrizen gleicher Grofe konnen addiert werden.

Seien A, B € M(m x n,R) mit A = (a;;)1<i<m und B = (b;;)1<i<m,
1<j<n 1<j<n

dann ist A+ B = (a;j + b;j) 1izm

1<j<n



(2) Matrizen passender Grofse konnen multipliziert werden.
Sei A€ M(m xn,R) und C € M(n x r,R) mit
A= (aij)lléij,_gszz und C = (cjx)

1<j<n,
1<k<r

dannist A-C =D = (dzk) 1<i<m und dik = Z Q5 * Cjk-
1<k<r =1

(Dabei wird die i-te Zeile von A mit der k-ten Spalte von C' komponenten-
weise multipliziert und anschlieffend addiert.

Satz 1.2.6:
Sind A; B € M(n x n,R) zwei quadratische Matrizen, so gilt:

det(A- B) = det(A) - det(B)
Definition 1.2.7:

Fiir jede Matrix A € M(m x n,R); A = (aij)léigm ist AT := (ay;) 1<i<n mit
1<j<n

1<5<m

a;; = aj; die zugehdrige transponierte Matrix.
Die i-te Spalte von AT ist also gleich der i-ten Zeile von A.

Satz 1.2.8:
Fiir jede Matrix A € M(n x n,R); A = (a;;) gilt:

det(A) = det(AT)

Damit gelten alle Figenschaften der Determinante fiir Spalten und Zeilen
gleichermafien.

Eine mogliche Berechnungsstrategie fiir die Determinanten von Matrizen be-
steht darin, dass man unter Beachtung der Eigenschaften der Determinante
die zugrunde liegende Matrix in obere Dreiecksgestalt iiberfithrt und dann
mit Satz 1.2.4 argumentiert.

Allerdings gibt es auch direkte Methoden, die teils schneller zum Ziel fiihren.

Beispiel 1.2.9:
Die Determinante einer reellen 2 x 2-Matrix berechnet sich direkt als:

d a1n aiz\
et = Q11022 — Q12021
a21 A2
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Beispiel 1.2.10:
Die Determinante einer reellen 3 x 3-Matrix berechnet sich direkt als:

ail a2 Aas
det | a21 a2 a23 | = a11a22a33+a12023031+013021 Q32— 031022013 — 32023011 —A33021 412
azyp azz as3

(Dies ist die bekannte Regel von Sarrus.)

Fiir Matrizen A € M(n x n, R) mit n > 4 gibt es die Moglichkeit, die Deter-
minante durch Entwicklung nach Zeile oder Spalte zu berechnen. (sogenannte
Entwicklung nach Laplace)

Satz 1.2.11:
Sei A€ M(nxn,R) mit n >4 und ¢ € {1;...;n} fest. Dann gilt:

n

det(A) = "(=1)"ay det(Aj;)

=1

Dabei ist A;; diejenige (n — 1) x (n — 1)-Matrix, die aus A durch Streichen
der i-ten Zeile und j-ten Spalte hervorgeht.

Diese Rechenregel ist die Entwicklung der Determinante von A nach der i-ten
Zeile.

Ebenso gilt fiir festes j € {1;...;n}:

n

det(A) = Z(— 1) a;; det(A;)

i=1

Diese Rechenregel ist die Entwicklung der Determinante von A nach der j-ten
Spalte.

Durch iterierte Anwendung der Entwicklungsregel kann die Determinante be-
liebig grofser Matrizen berechnet werden.

Oft kombiniert man beide Methoden, um zunéchst eine Matrix mit hinrei-
chend vielen Null-Eintrigen zu erzeugen, so dass die anschliefsende Entwick-
lung nach Zeile bzw. Spalte nicht zuviel Rechenarbeit erzeugt.

Wir betrachten ein Beispiel:
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Beispiel 1.2.12:

a bbb
a b b (1)
ety b0 b =
b b b a
a b b b
b—a a—0 0 0 2)
det 0 b—a a-—2» 0 -
0 0 b—a a—0»
a—b 0 0 b b b \
(—1)"*a-det [b—a a—b 0 |+(=1)>"(b—a)-det|b—a a—b 0 @
0 b—a a-> 0 b—a a->
1 1 1
ala—b)3 — (b—a)bla—b)2det [ -1 1 0 @
0 -1 1

ala—=0b)*+bla—03}1+0+1-0-0—(-1))

(a — b)3(a+ 3b)

(1) Z1 = Z15(Za — Z1) — Za; (Zy — Z2) — Z3; (Za — Z3) — Z4

(2) Entwicklung nach der ersten Spalte

(3) 1. Matrix ist untere Dreiecksmatrix; Homogenitét der 2. Determinante in jeder Zeile
(4) Regel von Sarrus
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