Determinanten: Ubungsaufgabe 2

Gegeben seien die Matrizen:

1 1 0
1 2 1
0o 1 2

11 1 10
01 2

0

0

1

o = O

a) Zeigen Sie mit Hilfe des Determinanten-Entwicklungssatzes die Rekursionsformel

det(7},) = 2 - det(T},—1) — det(T,,—2) fiir n > 2

b) Zeigen Sie mit vollstandiger Induktion
det(T,) =1 fir alle ne N

Loésung:
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(Zu (*) Entwicklung nach der letzten Spalte)

2. Fall: n =4
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3. Fall: n>5
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det(T,,) =
1 1 0 0 1 1 0 0
1 2 1 0 1 2 1 0
<_1)(n71)+n.1.det 0 1 2 1 IR +(_1)n+n2det O 1 2 1 SN letzte:Zeile
Do T |
0 0 1 2 1 : 1
0 0 0 1 0 . 0 1 2
1 1 0 0
1 2 1 0
(=1) - (1) D+ 1 det o0 Loz b +2-detT,—1 =
1
0 0 1 2

- det(Tn_g) +2- det(Tn_l)

Bemerkung: Entwicklung der Determinante nach der letzten Spalte (bzw. auch nach der letzten
Zeile) erzeugt in den Streichmatrizen (fast sofort) die Matrizen in einer Dimension niedriger.
Bei der zweiten Entwicklung nehme man die letzte Zeile. Das Verfahren fiir n = 4 lasst sich
also vollig analog im allgemeinen Fall wiederholen.

b) Induktion iiber n € N
Induktionsanfang:
n=1: det(Ty) =1

n=2: det(Tg):det(} ;>:1-2—1'1:1
1 10
n=3: det(T3) =det {1 2 1| =4+0+0)—(0+1+2)=4-3=1
01 2
Induktionsbehauptung:
Fiir ein festes n € IN;n > 3 gelte: det T}, = 1 fiir alle £ < n.
Induktionsschritt:

det(Ty1) 2 — det(Ty_1) + 2 - det(T,) ™ 14 2.1=1



