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13. Vorlesung

SetCover via lokale Suche
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HittingSet

Gegeben sei eine Grundmenge U und eine Familie S von
Teilmengen von U mit

⋃ S = U.

Sind HittingSet und SetCover unterschiedliche Probleme?

S2 S4 S6
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Gesucht ist ein Hitting Set U′ ⊆ U von S
(d.h. ∀S ∈ S ∃u ∈ U′ : u ∈ S) minimaler Kardinalität

Nein!
HittingSet lässt sich nicht
mit Faktor (1− o(1)) · log n
approximieren (außer P=NP)
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U′ ← Greedy Hitting Set für S
while Es gibt einen k-Flip (U∗, U′′) do
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return U′
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Aber wie analysieren wir die Lösungsqualität?
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Es genügt, private Teilmengen zu vergleichen!



5 - 10

Lokale vs. optimale Lösung
Sei U′ eine Lösung unsere Algorithmus mit Parameter k.
Sei OPT optimales Hitting Set.

Austauschgraph H:
� V(H) = Û′ ∪ ÔPT
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Es genügt, private Teilmengen zu vergleichen!



5 - 16

Lokale vs. optimale Lösung
Sei U′ eine Lösung unsere Algorithmus mit Parameter k.
Sei OPT optimales Hitting Set.

Austauschgraph H:
� V(H) = Û′ ∪ ÔPT
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u ∈ ÔPT∩ S gibt es eine Kante (u′, u).
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Sei U′ eine Lösung unsere Algorithmus mit Parameter k.
Sei OPT optimales Hitting Set.

Austauschgraph H:
� V(H) = Û′ ∪ ÔPT
� Für jede Menge S ∈ S mit Element u′ ∈ Û′ ∩ S und

u ∈ ÔPT∩ S gibt es eine Kante (u′, u).

Beob. Für jedes U′′ ⊆ Û′ mit |U′′| ≤ k: |NH(U′′)| ≥ |U′′|.
Beweis. Folgt von lokaler Optimalität.

Was bringt uns diese ”Nachbarschaftserweiterung“
Beobachtung?

Private Teilmengen Û′ = U′ \OPT und ÔPT = OPT \U′.

 Eingeschränkte Instanzen mit

”schönen“ Austauschgraphen!

Es genügt, private Teilmengen zu vergleichen!
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7 - 5

Punkte und Kreisscheiben

Wie bauen wir den Austauschgraph auf?
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Ŝ = S \ (Mengen überd. durch U′ ∩OPT)

Sei U′ eine Lösung unsere Algorithmus mit Parameter k.
Sei OPT optimales Hitting Set.
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 Werkzeug aus Algorithm. Geometrie: Delaunay Triangulierung
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 Werkzeug aus Algorithm. Geometrie: Delaunay Triangulierung
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 Werkzeug aus Algorithm. Geometrie: Delaunay Triangulierung
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8 - 5

Delaunay Triang. Austauschgraph
Delaunay Triang.: Kante zwischen u, v wenn leerer Kreis mit u, v

auf Rand existiert.

Beweis. Betrachte kleinste Kreisscheibe D mit Punkt u′ ∈ Û′ ∩ D
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u

u′

D

Lemma 2. Jede Kreisscheibe mit Punkt u′ ∈ Û′ ∩ D und
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Fall 1: Kein anderer Punkt in D.
 Kante (u, u′) in Delaunay Triang.

 

OBdA u, u′ auf Rand von D.
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D’ hat Û′ − ÔPT Kante (wegen
Minimalität von D).

Lemma 2. Jede Kreisscheibe mit Punkt u′ ∈ Û′ ∩ D und
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) + |Û′| · 2

√
2√
k
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Û′ = U′ \OPT und ÔPT = OPT \U′
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≤(∗∗) |ÔPT|+ 2
√

2 · |Û
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PTAS für Geom. HittingSet

Beweis.

Für jedes ε > 0 gibt es einen (1 + ε)-Approximations-
algorithmus for HittingSet von Punkten auf
Kreisscheiben in R2 mit Laufzeit mnO(ε−2).

Satz.
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k > 8 für alle ε < 1;
für ε ≥ 1 wähle k = 9 > 8

ε2 .



11 - 7

PTAS für Geom. HittingSet

Beweis. Verwende k-lokale Suche Algorithmus
 planarer Austauschgraph auf Û′, ÔPT.
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√

2√
k
)/(1− 2

√
2√
k
) (für k > 8).

Wähle k, um den Approximationsfaktor zu erreichen.

Wähle k = 8
ε2 ↔ 2

√
2√
k
= ε.

 |U′| ≤ |OPT| · (1 + ε)/(1− ε) ≤ |OPT| · (1 + ε).
Letzte Anmerkungen:

⇒ Laufzeit: O(mn2k+1) = O(mn16ε−2+1)

Anmerkung:

Für jedes ε > 0 gibt es einen (1 + ε)-Approximations-
algorithmus for HittingSet von Punkten auf
Kreisscheiben in R2 mit Laufzeit mnO(ε−2).

Satz.

k > 8 für alle ε < 1;
für ε ≥ 1 wähle k = 9 > 8

ε2 .



11 - 14

PTAS für Geom. HittingSet

Beweis. Verwende k-lokale Suche Algorithmus
 planarer Austauschgraph auf Û′, ÔPT.
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√

2√
k
)/(1− 2

√
2√
k
) (für k > 8).

Wähle k, um den Approximationsfaktor zu erreichen.

Wähle k = 8
ε2 ↔ 2

√
2√
k
= ε.

 |U′| ≤ |OPT| · (1 + ε)/(1− ε) ≤ |OPT| · (1 + ε).
Letzte Anmerkungen:
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