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SETCOVER — Formulierung als ILP
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SETCOVER — LP-Relaxierung
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[) LP-Runden



LP-Runden: Ansatz I

minimize Z CgXg
SeS
subject to Z xs>1 uel

S5ou
xg >0 seds

LP-Runden-Eins(U, S, ¢)

Ermittle optimale Losung x fiir LP-Relaxierung.
Runde jedes x5 mit x5 > 0 auf 1.

Generiert zuldssige Losung

Skalierungstaktor beliebig grofs

Benutze Hautigkeit h




LP-Runden: Ansatz Il

minimize Z X
Ses
subject to Z x¢>1 uel

S5ou
xg >0 seds

LP-Runden-Zwei(l, S, )

Ermittle optimale Losung x fiir LP-Relaxierung.
Runde jedes x5 mit x5 > 1/h auf 1; restliche auf 0.

Satz.  Obiger Algorithmus ist ein Faktor-/-
Approximationsalgorithmus fiir SETCOVER.




II) Primal-Dual-Ansatz



Komplementarer Schlupt

minimize c¢Tx maximize bTy
subjectto Ax subjectto ATy
X

Satz. Seien x = (xi,...,x,)und y = (y1,...,y,) zuldssige Losungen
fiir das primale bzw. duale Programm. Dann sind x und 1 genau

dann optimal, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind:
Primaler KS:
Fiir jedes j = 1,...,n: Entweder x; = 0 oder )\ ; a;jy; = ¢;

Dualer KS:
Fiir jedes i =1,...,m: Entweder yy; = 0 oder Z?:l a;ix; = b




Relaxierter komplementdrer Schlupt

minimize c¢Tx maximize bTy

subjectto  Ax subjectto ATy
Y

Serater Ro: Relaxierter primaler KS

Fiir jedes j = 1,...,n: Entweder x; = 0 oder }_Zpmrr=—T;
/06<21 1611]%_ j

=errrer kS Relaxierter dualer KS

Fir jedes i = 1,...,m: Entweder y; = 0 oder }_optrer="07

b<Z”1al]]<lB b;

n m n m
@W}/i = Z cixj < wf Z biyi < ap - OPTLp
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Primal-Dual-Ansatz

Beginne mit zuldssiger Dual- und unzulédssiger
Primal-Losung (hdufig trivial).

,Verbessere” die Zuldssigkeit der Primal-Losung. ..
...und simultan den Zielwert der Dual-Losung.

Gewdhrleiste dabei die relaxierten KS-Bedingungen.
Erweitere Primal-Losung immer nur ganzzahlig.

Zulassigkeit der Primal-Losung und relaxierte
KS-Bedingungen fiithren zu Approximationsgiite.



Relaxierter KS fiir SETCOVER

minimize maximize

subject to u € U] |subject to
Sou

xg >0 S5es

kritische Menge «--,
(Unrelaxierter) primaler KS: xg # 0 = ¥,,cq ¥y = Cs

“»wdihle nur kritische Mengen

trivial fiir bindres x <-------. .

Relaxierter dualer KS: vy, 20 =1 < Z Xg § h -1
Sou



Primal-Dual-Schema fiir SETCOVER

PrimalDualSetCover(UI, S, )

x <0,y <0

repeat

Wihle ein noch uniiberdecktes Element .

Erhohe 1, bis eine Menge S kritisch (}_,/cq v, = ¢2).
Wihle alle kritischen Mengen und aktualisiere x.
Markiere Elemente in diesen Mengen als tiberdeckt.

until alle Elemente sind tiberdeckt.
return x

‘Satz. Obiger Algorithmus ist ein
Faktor-/i-Approximationsalgorithmus fiir SETCOVER.
Diese Schranke ist scharf.
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Scharfes Beispiel




[II) Dual-Fitting



Dual Fitting fiir SETCOVER

Kombinatorischer (Greedy-) Algorithmus (s. 2. Vorlesung):

GreedySetCover(LI, S, )

C+— @
S'— @
while C # U do

S < Menge aus &, die gc] minimiert

foreach u € 5\ C do
t preis(u) < By
C+ CUS
- S S'U{S} .
return &’ // Uberdeckung von U

___________________________________________________________________________________

Zur Erinnerung: Y, -7 preis(i) bezahlt &’ vollstandig.




Neu: LP-basierte Analyse

Beob. Fiir jedes u € U ist preis(u) eine duale Variable.
Aber diese duale Losung ist 1.A. nicht zuléssig.

UA: Konstruiere Instanz, wo manche S um den Faktor ~ H 5| iberpackt werden.
Dual-Fitting-Trick:
Skaliere duale Variable, so dass keine Menge tiberpackt wird.
Nimm v, = preis(u)/H,.

Der Greedy-Alg. benutzt diese dualen Variablen als untere
Schranke fiir OPT.

maximize Z Yy
o0 ucl

N3 (o 2\ |subject to 2 Yy < ses
ueS

Yy >0 uel



Beweils.

Zu zeigen: Keine Menge wird durch v tiberpackt.
Sei S € Sund k = |S|.

Seien 11,...,u; die Elemente von S —

in der Reihenfolge, in der Greedy sie tiberdeckt.
Betrachte Iteration, in der u; tiberdeckt wird.
Davor sind > k — i+ 1 Elem. von S uniiberdeckt.
Also ist preis(u;) < /(k—i+1). H;

k -
1 1 1
= Yu S T T iZyui Hn'(E_I_”'_'_T)

<
1=1 S

p
Lemma.

Der Vektor v = (v, ),cu
ist zuldssige Losung tiir
das duale LP.

maximize Z Yy
ucl

subject to 2 Yy < ses

ues

d Yy >0 uel



Resultat von Dual Fitting

Satz. Der Approximationsfaktor von GreedySetCover ist
H,,, wobei n = |U|.

Beweis. ALG = ¢(S5') < ) price(u) =H, - ) yu <
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