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STEINERTREE

Gegeben sei ein Graph G = (V, E) mit Kantengewichten
c: E— O sowie eine Partitionierung von V in eine
Menge T von Terminalen und eine Menge 5 von

. Gesucht ist ein Teilbaum B = (V/, E") von
G, der alle Terminale enthilt, d.h. T C V/, und der
minimale Kosten ¢(E') := ) ../ c(e) unter allen
Teilbdumen mit dieser Eigenschaft hat.

optimale Losung /1 2 ® Terminal
mit Kosten 3
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Metrisches STEINERTREE

Einschrankung von STEINERTREE, bei der der Graph G
vollstandig und metrisch sein muss, d.h. fiir jedes Tripel
u, v, w von Knoten gilt < +

nicht vollstandig vollstandig
nicht metrisch metrisch



Approximationserhaltende Reduktion

Seien | |, I, Minimierungsprobleme. Eine
approximationserhaltende Reduktion von [ |, auf I, ist
ein Paar (f, ) effizient berechenbarer Funktionen mit
folgenden Eigenschaften:

(i) Firjede Instanz /| fiir | | ist [ := f(/|) eine Instanz
fur H2 mit OPTHZ (12) S

(ii) Firjede Losung t von [ ist - := (//,) eine Losung
flir | mit <
Probleme I
Instanzen f > |

Losungen t



Approximationserhaltende Reduktion

~\

Satz. Seien , [l Minimierungsprobleme, fiir die es
eine approximationserhaltende Reduktion (f, )
von  auf [, gibt. Dann gibt es fiir jeden
Faktor-a-Approximationsalgorithmus fiir [,

auch einen
\ Faktor-n-Approximationsalgorithmus fiir )
Bewesis. N 11122
Sei A ein Faktor-a-Approx.-Alg. fiir I15. 4
Sei || eine Instanz von f
Setze I, := f(/), t:= A(lh) und - := (/,1).
Dann gilt:

< <a-OPT, (L) <a-



Metrisches STEINERTREE

Satz. Es gibt eine approximationserhaltende
Reduktion von STEINERTREE auf metrisches
L STEINERTREE.

Beweis. (1) Abbildung f  —f— =

Instanz /. von STEINERTREE: Graph G| = (V, Eq),
Kantengewichte |, Partitionierung V' = | U

Metrische Instanz I, := f( /| ): vollstandiger Graph
Gy, = (V,Ey), jedoch T, 5 wie bei
:= Lange eines kiirzesten u—v-Weges in G

/ f > I
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Metrisches STEINERTREE

Satz. Es gibt eine approximationserhaltende
Reduktion von STEINERTREE auf metrisches
L STEINERTREE.

Beweis. (2) OPT(]) <
Sei ' optimaler Steiner Baum fiir

ist auch zuldssige Losung fir [, da E; € E; und
Knotenmengen V, T, 5 gleich




Metrisches STEINERTREE

Satz. Es gibt eine approximationserhaltende j
Reduktion von STEINERTREE auf metrisches

L STEINERTREE. )

Beweis. (3) t

Sei B, Steinerbaum fiir G,

C G, entstehe aus B, indem man jede Kante (u,v)
aus B> durch einen kiirzesten u—v-Pfad aus G ersetzt

< ; (. verbindet alle ; evtl. kein Baum
Betrachte Spannbaum | von (= ~» Steinerbaum ' fiir G
< <

f I

>




2-Approximation fiir STEINERTREE

Satz. Gegeben sei eine Instanz fiir metrisches
STEINERTREE. Sei ein minimaler Spannbaum
(MSB) fiir den durch die Terminalmenge T
induzierten Subgraphen G|T].

Dann gilt <2-0PT.




Beweis der Approximationsgiite

Betrachte optimalen Steinerbaum B~

Verdopple alle Kanten aus B* ~~ eulerscher (Multi-)Graph B’ mit
Kosten ¢(B") = 2 - OPT

Finde eine Eulertour T’ in B’ ~» ¢(T’) = ¢(B") =2 - OPT
Hamiltonpfad /' fiir G[T| durch ,, Abkiirzen” von Steinerknoten
und bereits besuchten Terminalen

o < ¢(T") =2-0OPT, da G metrisch

MST ' fiir G[T| erfullt < < 2-0PT,

da /' Spannbaum fir G|T]
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Analyse schart?

von G|T] mit Kosten 2(n—1)
Optimale Losung mit Kosten 7 n

B Terminal

K — Kosten 2
besser?
Der beste bekannte Approximationsfaktor fiir |
STEINERTREE ist In(4) + ¢ ~ 1,39 R

STEINERTREE lasst sich nicht mit Faktor g—g ~ 1,0105
approximieren (aufser P=NP) [Chlebik & Chlebikova "08]
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MEHRWEGESCHNITT

Gegeben sei ein zusammenhédngender Graph G = (V, E)
mit und eine Menge

T ={t,...,t} €V von Terminalen. Ein
Mehrwegeschnitt fiir T ist eine Menge E’ von Kanten, so
dass keine zwei Terminale im Graphen (V,E — E’)

zusammenhdngend sind.
Das Problem MEHRWEGESCHNITT fragt nach einem

Mehrwegeschnitt fiir T.

Zusammenhangskomponenten
nach Entfernen des
Mehrwegeschnitts

/ k = 2:
Min-s-t-Cut

k > 3:
NP-schwer
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Isolierender Schnitt

Ein isolierender Schnitt fiir Terminal ¢; ist eine Menge von
Kanten, die #; von den restlichen Terminalen separiert.

Gunstigster isolierender Schnitt effizient berechenbar!

NN =

—

Flige Hilfsterminal s hinzu und ermittle giinstigsten s-f;-Schnitt
(siehe Vorlesung AGT).
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Algorithmus MEHRWEGESCHNITT

Furi=1,...,k:
Berechne fiir t; einen gtinstigsten isolierenden Schnitt C;.

Gib die Vereinigung C der k — 1 giinstigsten dieser Schnitte
zuriick.

Mit anderen Worten:
Ignoriere den teuersten der isolierenden Schnitte Cy, ..., Ck.

_ 1 k
= c(C) < kT Y ¢(C;), wegen des Schubfachprinzips:
=1
denn fiir den teuersten der Schnitte C, ..., C;, sagen wir

Cl, gllt 1 k
C(Cl) Z E ZC(CZ)
=1



15-15

Approximationsgiite

Satz. Obiger Algorithmus ist ein Faktor-(2 — 2/k)-
Approximationsalgorithmus fiir
\ MEHRWEGESCHNITT. )

Beweis.  Betrachte optimalen Mehrwegeschnitt A:

A; =A{uv € A: uEKZ,ngZ-}
Beobachtung. A ={J% A, und c(A) =1Y%  c(A;) ALG
= OPT =c(A) 21 Y% c(C) > 1 k_Llc(C).
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Analyse schart?

besser?
Der beste bekannte Approximationsfaktor fiir
MEHRWEGESCHNITT ist 1,2965 — % [Sharma & Vondrék "14]

MEHRWEGESCHNITT lasst sich nicht mit Faktor

1,20016 — O(1/n) approximieren (aufer P=NP)
[Bérczi, Chandrasekaran, Kirdly & Madan "18]
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