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SETCOVER (card.)

Gegeben sei eine Grundmenge Ul und eine Familie & von
Teilmengen von U mit [JS = U.

Gesucht ist eine Uberdeckung S’ C S von U
(d.h. | JS" = U) minimaler Kardinalitit.




SETCOVER (allgemein)

Gegeben sei eine Grundmenge Ul und eine Familie & von
Teilmengen von U mit [JS = U.

Jedes S € S hat Kosten ¢(5) > 0.
Gesucht ist eine Uberdeckung S’ C S von U

(d.h. | JS" = U) minimaler Kasdséwerrtee
Kosten ¢(&7) := ) oo g c(5).



[teratives , Einkaufen” von Elementen

Was sind die wirklichen Kosten fiir eine Menge?
Menge mit k Elementen und Kosten ¢ hat Einheitspreis 1.

Was passiert, wenn wir eine Menge kaufen?
Fixiere Preis der gekauften Elemente und berechne
Einheitspreise neu.

NI U1
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[teratives , Einkaufen” von Elementen

Was sind die wirklichen Kosten fiir eine Menge?
Menge mit k Elementen und Kosten ¢ hat Einheitspreis 1.

Was passiert, wenn wir eine Menge kaufen?

Fixiere Preis der gekauften Elemente und berechne
Einheitspreise neu. : Y ey preis(u)
Greedy: Wahle immer Menge mit kleinstem Einheitspreis.



Greedy fiir SETCOVER

GreedySetCover(Ll, S, c)

C«— O

SO

while C # U do

S5 <= Menge aus S, die 5 minimiert

[S\C]
foreach u € S\ C do
1 Y C<S)
t preis(u) < B
C«~CUS
- S+ S'U{S]
return &’ // Uberdeckung von Ul




Analyse

(Satz.

GreedySetCover ist ein
Faktor-H-Approximationsalg. fiir SETCOVER.
Hierbei ist k die Kardinalitdt der grofsten Menge

inSund Hy:=1+3+3+...4+ 31 = O(logk).

p
Lemma.

(¥

Sei S € S und seien uq,...,u, die Elemente von \
S in der Reihenfolge, in der sie von
GreedySetCover tiberdeckt (,gekauft”) werden.
Dann gilt preis(u;) < /(£—j+1).

Beweils.

Alg. wihlt u; =
® ; — 1 Elemente von S bereits gewdhlt
® / —j+ 1 Elemente von S noch nicht gewahlt
® Finheitskosten fiir S: /(L—7+1)




Analyse

(Satz.

GreedySetCover ist ein
Faktor-H-Approximationsalg. fiir SETCOVER.
Hierbei ist k die Kardinalitdt der grofsten Menge

inSund Hy:=1+3+3+...4+ 31 = O(logk).

‘Lemma. Sei S € S und seien ui,...,uy die Elemente von \
S in der Reihenfolge, in der sie von
GreedySetCover tiberdeckt (,gekauft”) werden.
Dann gilt preis(u;) < /(£—]+1).

Lemma. preis(S) := Y¢_; preis(u;) < - Hy.

\Beweis. Sei {S1,...,5m} optimale Lsg. OPT =

preis(U) =Y, cypreis(u) < Y. ", preis(S;)
< . Hk = OPT - Hk
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Analyse schart?

Satz. GreedySetCover ist ein
Faktor-H-Approximationsalg. fiir SETCOVER.
Hierbei ist k die Kardinalitdt der grofsten Menge

inSund Hy:=1+3+3+...4+ 31 = O(logk).

1 1 1 1 1
n n—1 n-—-2 2
Y Y M

C O O O e O O :)1—|—€
S U U
preis(U) = Hy, OPT=1+¢

besser?

SETCOVER ldsst sich nicht mit Faktor
(1 —0(1)) -log(n) approximieren (aufser P=NP)



SHORTESTSUPERSTRING (SSS)

Gegeben sei eine Menge {s1,...,s,} C X" von Strings
tiber einem endlichen Alphabet 2. Gesucht ist ein
kiirzester String s (Superstring), der jeden

String s;,1 =1, ...,n, als Teilstring enthalt.

Beispiel. U := {cbaa,abc,bcb}

v,,ﬁberdeckt” alle Strings aus U

Ohne Einschrankung: abcbaa
Kein String s; ist abe
Teilstring eines beb

anderen Strings s; chaa



SSS als SETCovER Problem

SETCOVER Instanz: Grundmenge U, Teilmengen &, Kosten c.
Grundmenge U := {s1,...,5,}

Ein String 07, hat Préfix s;, Suffix s;, wobei sich s; und s; in
k Zeichen iiberlappen.

Lange k
S; : Cab.ab. S : ababc | | i ‘—“l
cabab: cabab: | | | Sj |
ababc ababic . | | )
Oijp : cabababc  0jj4 : cababc (;Z;(

S(oijx) = {s € U | s Teilstring von 0, } enthélt die Elemente
der Grundmenge, die durch ¢;;; tiberdeckt werden.

C (S(O’Z’]‘k)) — ‘O'i]'k| (Anzahl der Zeichen in Oijk)
S ={S(ijx) | k >0} (i = jerlaubt)



Beziehung S55 und SETCOVER

Lemma. Sei OPTqsg die Lange des kiirzesten Superstring :
von LI und OPTgc die kleinsten Kosten der
dazugehorigen SETCOVER Instanz. Dann gilt:

OPTsgs < OPTsc

A J

Beweils.

Betrachte optimales Set Cover {S(7t1),...,S5(7;)} von U.

s := 711 0 - - - 0 7} 1st ein Superstring von U mit Liange
k
izt |7ti] = OPTsc

Also OPTSSS < ‘S‘ — OPTSC



Beziehung S55 und SETCOVER

10 -

(Lemma. OPTsc < 2 - OPTgss

Beweis. Betrachte optimalen Superstring s.

Konstruiere Uberdeckung mit
Kosten < 2|s| =2 - OPTgggs.
S

S
by ¥— linkestes Auftreten eines Strings s, € U
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Beziehung S55 und SETCOVER

[Lemma. OPTsc < 2-OPTsgs ]

Beweis. Betrachte optimalen Superstring s.

Konstruiere Uberdeckung mit
Kosten < 2|s| =2 - OPTgggs.

K letzter solcher String, der s;, iiberlappt

O'bllellkl
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Beziehung S55 und SETCOVER

[Lemma. OPTsc < 2-OPTsgs ]

Beweis. Betrachte optimalen Superstring s.
Konstruiere Uberdeckung mit
Kosten < 2|s| =2 - OPTgggs.

Seq! e |
Sby | —
Sey!
Sb35
S€3I

_keine Uberlappung zwischen 77, und 774!

s I\
/T2 ) BEE '

Ubs,e3,k3




Beziehung S55 und SETCOVER

11 -

[Lemma. OPTsc < 2-0OPTsgg

Beweis.
Jeder String s; € U ist in einem Teilstring 77; enthalten

{S(m1),...,5(m)} ist Losung fiir SETCOVER Instanz mit

Kosten
Teilstrings 77, 77, » sind tiberschneidungsfrei

Jedes Auftreten eines Zeichens liegt in hochstens zwei
(aufeinanderfolgenden) Teilstrings 77; und 77,4

< 2|s| =2-OPTsgg



Algorithmus fiir S55

1. Erstelle SETCovER Instanz U, S,

2. Berechne ein Set Cover {S(7q),...,S(7;)} mit
Algorithmus GreedySetCover

3. Gebe 711 o - - - o 77 als Superstring zurtick

12 -

Satz. Obiger Algorithmus ist ein Faktor-27, -
Approximationsalgorithmus fiir
SHORTESTSUPERSTRING.

\.

besser?
Der beste bekannte Approximationsfaktor fiir
SHORTESTSUPERSTRING ist % ~ 2,367

SHORTESTSUPERSTRING lasst sich nicht mit Faktor

% ~ 1,003 approximieren (aufser P=NDP)

Nachste Vorlesung: Dienstag 29.10.2019!
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