Punktfolge: Ubungsaufgabe 2

Sei ¢ € R fest gegeben.

Fiir das Konvergenzverhalten der Folge (a,)neny mit a, := ¢" zeige man:
(1) Falls ¢ > 1 = Die Folge (¢"),en divergiert bestimmt gegen +o0.

(2) Falls ¢ = 1 = Die Folge (¢")nen konvergiert; nh_}rgo q" = 1.

2)

(3) Falls |g| < 1 = Die Folge (¢"),en konvergiert; lim ¢" = 0.
n—oo

4)

(

Losung:

Falls ¢ < —1 = Die Folge (¢")nen divergiert unbestimmt.

(1) Da g > 1 existiert » > 0 mit ¢ = 1 + .

Mit Hilfe der Bernoulli-Ungleichung kénnen wir abschétzen:
VneN:¢"=1+r)">1+nr

Zu zeigen ist fiir bestimmte Divergenz nach 400 per Definition:
\V/M>OE|NA[€INVTL>NA41QH>M

l4+nr>M<&n> @

Mit Ny = [#=2] + 1 gilt die Behauptung.

(2)g=1=>VnelN:¢"=1"=1
Die Folge (¢")nen ist eine konstante Folge; lim 1 = 1.

n—00

(3a) qg=0=VneN:¢"=0"=0

Die Folge (¢")nen ist eine konstante Folge; lim 0 = 0.
n—oo

(3b) lg] <1Aq#0

Wir betrachten die Folge (b,)nen mit by, := |=

q |’

Aus |g| < 1A q # 0 folgt, dass q%
bestimmt nach +oo divergiert.

Deshalb konvergiert die Folge (¢")new mit lim ¢™ = 0.
n—oo

_ |1

> 1 und wir wissen nach (1), dass die Folge (b,)nen

(Zu € > 0 konstruiere man M := é > 0.

Dann gibt es Ny € N:Vn > Ny 2 (b, > M & || > M & [¢"] < 35 =€)

(4a) ¢ = —1
Die Teilfolge (¢**)iew ist konstant 1; die Teilfolge (¢?**1),cn ist konstant —1.
Daher ist die Folge (¢"),en unbestimmt divergent.

dbyg<—-1=3Fc>1:q=(-1)-c

Wir betrachten zwei Teilfolgen von (¢"),en-

(i) (¢ )ren; ¢ = ((=1) - )2 = (—1)%c = ¢ = (2)F

Dac>1= ¢*> 1 und wir kénnen (1) auf ¢ = ¢* anwenden.

Also divergiert die Teilfolge (¢%*)rew bestimmt gegen +oo.

(ii) (q2k+1)k€]N; q2k+1 — ((_1) 3 C)2k+1 — (_1)2k+162k+1 — (—1)6% — (—1)(02)k
Da ¢ > 1= ¢* > 1 und wir kénnen (1) auf ¢ = ¢* anwenden.

Also divergiert die Teilfolge (¢***1),en bestimmt gegen —oo.



