
Grenzwertsätze: Übungsaufgabe 1

Wir betrachten drei Folgen: (an)n∈N; (bn)n∈N; (cn)n∈N; .

an =
√
n+ 1000−

√
n; bn =

√
n+
√
n−
√
n; cn =

√
n+ n

1000
−
√
n

Zeigen Sie:

a) ∀n < 106 : an > bn > cn

b) Welche Aussage ergibt sich für n = 106?

c) Berechnen Sie die Grenzwerte lim
n→∞

an; lim
n→∞

bn; lim
n→∞

cn, sofern die Grenzwerte existieren.

(Hinweis:
√
a−
√
b =

(
√
a−
√
b)(
√
a+
√
b)

√
a+
√
b

=
a− b
√
a+
√
b
)

Lösung:

a)
106 > n > 0

⇒ 103 >
√
n > 0

⇒ n+ 103 > n+
√
n > 0

⇒
√
n+ 103 >

√
n+
√
n > 0

⇒
√
n+ 103 −

√
n >

√
n+
√
n−
√
n

⇒ an > bn

106 > n > 0
⇒ 103 >

√
n > 0

⇒ 103
√
n >

√
n ·
√
n > 0

⇒
√
n > n

103
> 0

⇒ n+
√
n > n+ n

103
> 0

⇒
√

n+
√
n >

√
n+ n

103
> 0

⇒
√

n+
√
n−
√
n >

√
n+ n

103
−
√
n

⇒ bn > cn

b) a106 =
√
106 + 103 −

√
106

b106 =
√

106 +
√
106 −

√
106 =

√
106 + 103 −

√
106

c106 =
√

106 + 106

1000
−
√
106 =

√
106 + 103 −

√
106

Also a106 = b106 = c106
c)

lim
n→∞

an = lim
n→∞

(
√
n+ 1000−

√
n) = lim

n→∞

n+ 1000− n√
n+ 1000 +

√
n
= lim

n→∞

1000√
n+ 1000 +

√
n
= 0

lim
n→∞

bn = lim
n→∞

(
√

n+
√
n−
√
n) = lim

n→∞

n+
√
n− n√

n+
√
n+
√
n
= lim

n→∞

√
n√

n+
√
n+
√
n
=

lim
n→∞

1√
n+

√
n√

n
+ 1

= lim
n→∞

1√
n+

√
n

n
+ 1

= lim
n→∞

1√
1 + 1√

n
+ 1

=
1

1 + 1
=

1

2

cn =
√

n+ n
1000
−
√
n =

n+ n
1000
− n√

n+ n
1000

+
√
n
=

1

1000
· n
√
n(
√
1 + 1

1000
+ 1)

=
1

1000
·

√
n

(
√
1 + 1

1000
+ 1)

Also divergiert die Folge (cn)n∈N bestimmt nach +∞.


