1.3 Hinreichende Kriterien fiir Konvergenz

Will man die Konvergenz einer Folge mit Hilfe der ¢ — N- Definition nach-
weisen, so stéfst man oft auf massive rechentechnische Probleme. Deswegen
sucht man nach handlicheren (notwendigen und hinreichenden) Kriterien fiir
die Konvergenz. Hier helfen die Begriffe der Beschrianktheit und Monotonie
einer Folge weiter.

Definition 1.3.1 Eine Folge (ay,)nen heifit nach oben beschrankt, falls
M eR VYneN:a, <M

Fine Folge (a,)nen heifst nach unten beschrankt, falls
dIneR VneN:a, >m

Definition 1.3.2 FEine Folge (a,,)nen heifft monoton steigend, falls
VneN:a, <api

Fine Folge (a,)nen heifst monoton fallend, falls
VneN:a, > a1

Nun gilt als notwendiges Kriterium fiir Konvergenz einer Folge (a,)nen:

Lemma 1.3.3 Wenn eine Folge konvergiert, dann ist sie auch beschrdnkt.

Die Beschrianktheit einer Folge ist aber nicht hinreichend fiir die Konvergenz,
wie das Beispiel der Folge (a,)neny mit a,, := (—1)" zeigt.

Nimmt man zur Beschrankung noch die Monotonie hinzu, so erreicht man
Konvergenz; genauer:

Lemma 1.3.4 Ist eine Folge (a,)nen monoton wachsend und nach oben be-
schrinkt, dann ist sie konvergent.

Ist eine Folge (ay)nen monoton fallend und nach unten beschrinkt, dann ist
sie konvergent.



1.4 Rekursiv definierte Folgen

Manche Folgen sind nicht explizit gegeben, (d.h. man kann das n-te Fol-
genglied nicht sofort berechnen) sondern werden rekursiv definiert. Ein oder
mehrere Startwerte ai;as sind fest vorgegeben; die weiteren Folgenglieder
berechnen sich durch eine Rekursionsformel:

ant1 = g(a,) oder ani1 := h(ay;an—1)

Das bekannteste Beispiel hierfiir ist die Fibonacci-Folge, die die Startwerte
a; = 1;a, = 1 vorgibt sowie die Rekursionsformel: a,,1 := a,, + a,_1.

Selten gelingt es, einer rekursiv gegebenen Folge eine explizite Darstellung
zuzuordnen. Allerdings ist der Nachweis der Konvergenz und (!) die Berech-
nung des Grenzwertes nicht so problematisch wie gedacht.

Man iiberpriift (oft mit den Mitteln der vollstindigen Induktion), ob die
rekursiv definierte Folge den hinreichenden Kriterien (Monotonie und Be-
schranktheit) geniigt. Ist dies der Fall, so ist die Folge (a,)nen konvergent
und es gilt fiir stetiges g (bzw. h):

. RRT ERT ERT gst_etz'g . o
o cRia= g o= 0 oen = By gle) =gl g o)) = gla).

Damit ist der Grenzwert ein Fixpunkt der Rekursionsfunktion g.



