Konvergenz: Ubungsaufgabe 2

Man zeige, dass fiir jeden Startwert xy € [0; 3] die durch die Rekursion
L
Tpt+1 = g(l‘n + 6) n e ]Ng

definierte Folge konvergiert und bestimme jeweils den Grenzwert.
Loésung:
Wir zeigen zuerst, dass die Folge (z,)n,en nach unten beschrinkt ist (1).
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Diese Abschitzung ist korrekt, da :c,% >0 VneN,.

Nun stellt sich die Frage nach der Monotonie der Punktfolge (z,)nen,-

Betrachten wir hierfiir die Differenz zweier aufeinanderfolgender Glieder:

1
Tyl — Ty = g(l’i +6) — x,
1
1
= —(x, —2)(x, —3)
5
Dies fiihrt zur folgenden Fallunterscheidung:
<0& =z, €]2;3 (%)
Tpi1— T =0& 1z, € {2;3}

>0& x, € R\[2;3] (%%)

Abhéngig von z, wissen wir nun, wie sich die Punktfolge verhilt, jedoch nicht, wie sie sich
abhéngig von Startpunkt zy verhalt.

1. Fall: o =2
Lo
= z,=2 Vn € Ny
= (Zn)nen, ist konstant mit ¢ = lim z,, = 2.
n—oo
2. Fall: xog =3
L oo
— 1= 3(3 +6)=3
= x,=3 Vn € INg
= (Zn)nen, ist konstant mit ¢ = lim z,, = 3.

n—oo



3. Fall: zy €]2; 3]

% l‘n+1—xn<0

— Tpt1 < Ty
Die Folge (z,,)nen, ist also streng monoton fallend und mit (1) nach unten beschréinkt.

= (Tn)nen, ist konvergent.
cwr 1

5(02 +6)

n— oo

1
— dce€ Rmit c= lim z, = lim 2,4, = lim (—(:ci + 6))
n—00 n—oo \ D
= ce€{2;3}

Es muss ¢ = 2 gelten, da die Folge streng monoton fallend ist.

4. Fall: 2, € [0,2]

(s
Tpy1 — Ty >0
< Tpy1 > Tp

Die Folge (z,)nen, ist also streng monoton steigend und es ist bisher keine Folgerung maoglich.
Es bleibt die Frage offen, ob die Folge auch nach oben beschrénkt ist.
Wir zeigen dies mit Hilfe einer Induktion nach n € IN.

Induktionsanfang: 0 < zy < 2
Induktionsbehauptung: Fiir festes n € Nq gilt 0 < z,, < 2
Induktionsschritt: n —n + 1

0 < Ty < 2
= 02 < z? < 22=4
= 6 < 2246 < 4+6=10

1
= & < 5(:c,§+6) < B=2
~——
Tn+1

Somit ist die Folge (z,)nen, nach oben durch 2 beschriankt.

= (Zn)nen, ist konvergent.

1
— JeeRmitc= lim 2, = lim 2,41 =" —(c* +6)
n—oo

n—00 5
= ce€{2;3}
Es muss ¢ = 2 gelten, da die Folge streng monoton steigend ist.

Zusammenfassend gilt

- 2 fﬁrxoe[(),ii[
T\ 3 fir To =3



