vhb - Kurs: Grundlagen der elementaren Zahlentheorie
I11.3. Primzahlen -Exkurs: Mysterium Primzahlen

Die ’alten Griechen’ fithrten nicht nur den Begriff Atom (griech. ’tomos’ fiir ’"das Unzerschneidbare’)
fiir die unteilbaren Bestandteile der Materie ein, sie flihrten ebenso den entsprechenden Begriff der
Primzahl in die Mathematik ein: Eine Primzahl ist eine natiirliche Zahl, die grofer als eins und
ausschliefflich durch sich selbst und durch eins teilbar ist.

Der Satz des Euklid besagt, dass es unendlich viele Primzahlen gibt. Die grofite zur Zeit bekannte
Primzahl ist

943112609 _ |

Diese Zahl hat mehr als zwdlf Millionen Stellen und wurde im August 2008 im Rahmen des GIMPS-
Projekts gefunden (siche http://www.mersenne.org/).

Wie sind die Primzahlen innerhalb der naturlichen Zahlen verteilt?

Um ein erstes Bild von der Verteilung der Primzahlen zu gewinnen, benutzen wir das so genannte
Sieb des Eratosthenes: Wir streichen sukzessive die echten Vielfachen der Primzahlen aus einer
Liste der natiirlichen Zahlen gréfer Fins:

2345678910111213141516 17181920 ...

Die kleinste Zahl dieser Liste ist eine Primzahl (muss eine Primzahl sein!), ndmlich p = 2; die
echten Vielfachen sind die geraden Zahlen > 2 und keine von denen ist prim:

2345678910111%13 1415161718192 ...

Die kleinste ungestrichene Zahl unserer Liste > 2 ist natiirlich eine Primzahl, n&dmlich p = 3.
Streichen aller echten Vielfachen von 3 liefert:

2345% 7TRYINI1 1Y 131415 1§ 17 1§ 19 2Q ...



Wir beobachten, dass die verbleibenden Zahlen dieser Liste genau die Primzahlen p < 20 sind:
2, 3,5 7,11, 13, 17, 19.

Hétten wir eine langere Liste natiirlicher Zahlen angelegt, so wéiren womdglich noch zusammenge-
setzte Zahlen iibriggeblieben; beispielsweise besitzt 25 = 52 nur Primfaktoren, die echt grofer als
die Primzahlen sind, mit Hilfe derer wir unsere Liste gesiebt haben. Ist n = ab eine zusammenge-
setzte Zahl und in deren Faktorisierung weder a noch b = 1, so sprechen wir von einer echten
Faktorisierung. In diesem Fall muss mindestens einer der Faktoren < /n sein (ansonsten wéren
ja beide > y/n und also ihr Produkt echt grofer als n, ein Widerspruch).

Die Primzahlen sind die multiplikativen Atome, aus denen die natiirlichen Zahlen zusammengesetzt
sind; z.B:

2009= 72 41, 47-47, -363=-1-3- 112.

Primzahlen faszinieren aus verschiedenen Griinden. Zum einen sind sie recht ’einfache’ Objekte,
aber trotzdem gibt es eine Fiille von schwierigen, teilweise ungelésten mathematischen Problemen,
die mit Primzahlen zusammenhéngen.

Die ungeldste Primzahlzwillingsvermutung besagt, dass es unendlich viele Parchen von Primzahlen
der Form p, p + 2 gibt. Beispiele von solchen Primzahlen findet man schnell:

3&5, 7&9, 11&13, 17&19, .., 101& 103,

Der grofite bekannte Primzahlzwilling ist 2003663613 - 2195000 £ 1,

Ein weiteres ungelostes Problem ist die Goldbachsche Vermutung, welche besagt, dass jede
gerade Zahl > 4 sich als Summe zweier Primzahlen darstellen lédsst. Fiir explizit gegebene Zahlen
ist diese leicht zu verifizieren, z.B.:

4-2+2, 10— 3+7=5+5, 20—17+3=13+T.

Tatséchlich scheint dieses Problem einfacher zu werden, je grofer die Zahl ist, die in Primzahlen
zerlegt werden soll. Natiirlich wachsen die Moglichkeiten fiir solche Zerlegungen mit der Grofe der
geraden Zahl, die so dargestellt werden soll. Man kann tatsdchlich mit Hilfe sehr fortgeschrittener
Methoden zeigen, dass auch die meisten geraden Zahlen eine Vielzahl solcher Zerlegungen besitzen,
jedoch kénnen Ausnahmen bislang nicht ausgeschlossen werden.

Warum sind die oben genannten Probleme schwierig? Sie verbinden multiplikative Strukturen
(Primzahlen) mit additiven Fragestellungen. Diese Art von Problemen sind tatséchlich oft sehr
hartnéckig, insbesondere weil die Primzahlen eine recht diinne Teilmenge der natiirlichen Zahlen
bilden. Paul Erdés sagte einmal: “.. jeder Dummkopf kann Fragen iber Primzahlen stellen, auf

die auch der kliigste Mensch keine Antwort hat.”




