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DFS gesamt  O(V + E) Zeit

time = time + 1
u.f = time: u.color = black




Tiefensuche — Anwendung

Topologische Sortierung: Lineare Ordnung der Knoten, so dass
aus (u, v) € E folgt: u kommt vor v.



Tiefensuche — Anwendung

Topologische Sortierung: Lineare Ordnung der Knoten, so dass
aus (u, v) € E folgt: u kommt vor v.

= kreisfrel



Tiefensuche — Anwendung

Topologische Sortierung: Lineare Ordnung der Knoten, so dass
aus (u, v) € E folgt: u kommt vor v.

= kreisfrel

TopologicalSort(DirectedGraph G)
[ = new List()
DFS(G) mit folgender Anderung:
Wenn ein Knoten schwarz gefarbt wird,
hang thn vorne an die Liste L an.
return L



Tiefensuche — Anwendung

Topologische Sortierung: Lineare Ordnung der Knoten, so dass
aus (u, v) € E folgt: u kommt vor v.

= kreisfrel

TopologicalSort(DirectedGraph G)

[ = new List()

DFS(G) mit folgender Anderung: Laufzeit?
Wenn ein Knoten schwarz gefarbt wird, O(V + E)
hang thn vorne an die Liste L an.

return L



Tiefensuche — Anwendung

Topologische Sortierung: Lineare Ordnung der Knoten, so dass
aus (u, v) € E folgt: u kommt vor v.

= kreisfrel

TopologicalSort(DirectedGraph G)

[ = new List()

DFS(G) mit folgender Anderung: Laufzeit?
Wenn ein Knoten schwarz gefarbt wird, O(V + E)
hang thn vorne an die Liste L an.

return L



Tiefensuche — Anwendung

Topologische Sortierung: Lineare Ordnung der Knoten, so dass
aus (u, v) € E folgt: u kommt vor v.

= kreisfrel

TopologicalSort(DirectedGraph G)

[ = new List()

DFS(G) mit folgender Anderung: Laufzeit?
Wenn ein Knoten schwarz gefarbt wird, O(V + E)
hang thn vorne an die Liste L an.

return L



Ubersicht

1. Graphdurchlaufstrategien
1.1 Tiefensuche

1.2 Breitensuche
Beispiel
Pseudocode
Anwendung

2. Kirzeste Wege

3. Minimale Spannbaume



Breitensuche — Beispiel

Eingabe: (un)gerichteter Graph G

Ausgabe: — Abstand vom Startknoten
— BFS-Wald




Breitensuche — Beispiel

Eingabe: (un)gerichteter Graph G

Ausgabe: — Abstand vom Startknoten
— BFS-Wald




Breitensuche — Beispiel

Eingabe: (un)gerichteter Graph G

Ausgabe: — Abstand vom Startknoten
— BFS-Wald




Breitensuche — Beispiel

Eingabe: (un)gerichteter Graph G

Ausgabe: — Abstand vom Startknoten
— BFS-Wald




Breitensuche — Beispiel

Eingabe: (un)gerichteter Graph G

Ausgabe: — Abstand vom Startknoten
— BFS-Wald




Breitensuche — Beispiel

Eingabe: (un)gerichteter Graph G

Ausgabe: — Abstand vom Startknoten
— BFS-Wald




Breitensuche — Beispiel

Eingabe: (un)gerichteter Graph G

Ausgabe: — Abstand vom Startknoten
— BFS-Wald




Breitensuche — Beispiel

Eingabe: (un)gerichteter Graph G

Ausgabe: — Abstand vom Startknoten
— BFS-Wald




Breitensuche — Beispiel

Eingabe: (un)gerichteter Graph G

Ausgabe: — Abstand vom Startknoten
— BFS-Wald




Breitensuche — Beispiel

Eingabe: (un)gerichteter Graph G

Ausgabe: — Abstand vom Startknoten
— BFS-Wald




Breitensuche — Beispiel

Eingabe: (un)gerichteter Graph G

Ausgabe: — Abstand vom Startknoten
— BFS-Wald




Breitensuche — Beispiel

Eingabe: (un)gerichteter Graph G

Ausgabe: — Abstand vom Startknoten
— BFS-Wald




Breitensuche — Beispiel

Eingabe: (un)gerichteter Graph G

Ausgabe: — Abstand vom Startknoten
— BFS-Wald




Breitensuche — Beispiel

Eingabe: (un)gerichteter Graph G

Ausgabe: — Abstand vom Startknoten
— BFS-Wald




Breitensuche — Beispiel

Eingabe: (un)gerichteter Graph G

Ausgabe: — Abstand vom Startknoten
— BFS-Wald




Breitensuche — Pseudocode

‘Initialize(Graph G, Vertex s)
foreach u € V do '
u.color = white
u.d = oo

| u.m = nal

s.color = gray

s.d=0




Breitensuche — Pseudocode

---------------------------------------------------

Initialize( G, s)
Q = new Queue()

Initialize(Graph G, Vertex s)
. foreach u € V do '
u.color = white
u.d = oo
| u.m = nal
s.color = gray
s.d=0




Breitensuche — Pseudocode

---------------------------------------------------

‘BFS(Graph G, Vertex s)
- Initialize(G, s)
Q = new Queue()
Q.Enqueue(s)

Initialize(Graph G, Vertex s)
. foreach u € V do '
u.color = white
u.d = oo
| u.m = nal
s.color = gray
s.d=0




Breitensuche — Pseudocode

---------------------------------------------------

‘BFS(Graph G, Vertex s)
- Initialize(G, s)
Q = new Queue()
Q.Enqueue(s)
while Q # () do

Initialize(Graph G, Vertex s)
. foreach u € V do '
u.color = white
u.d = oo
| u.m = nal
s.color = gray
s.d=0




Breitensuche — Pseudocode

---------------------------------------------------

‘BFS(Graph G, Vertex s)
- Initialize(G, s)

Q = new Queue()

Q.Enqueue(s)

while Q # () do |
u = Q.Dequeue() - w r|t|x|v usw.

_______________________________________

Initialize(Graph G, Vertex s)
. foreach u € V do '
u.color = white

u.d = oo

| u.m = nal

s.color = gray

s.d=0




Breitensuche — Pseudocode

---------------------------------------------------

‘BFS(Graph G, Vertex s)
- Initialize(G, s)

Q = new Queue()

Q.Enqueue(s)

while Q # () do |
u = Q.Dequeue() - w or|tlx[v usw.
foreach v € Adj[u] do |

_______________________________________

Initialize(Graph G, Vertex s)
. foreach u € V do '
u.color = white

u.d = oo

| u.m = nal

s.color = gray

s.d=0




Breitensuche — Pseudocode

---------------------------------------------------

‘BFS(Graph G, Vertex s)
- Initialize(G, s)
Q = new Queue()

Q.Enqueue(s)
while Q # () do :
u = Q.Dequeue() o w r|t|x|Vv usw.
foreach v € Adj[u] do
if v.color == white then | |nitialize(Graph G, Vertex s)
v.color = gray 1+ foreach v € V do '
v.d =ud+1 u.color = white
V.T = U o u.d = oo
. Q.Enqueue(v) L oua = nil
- 1 s.color = gray

s.d=0



Breitensuche — Pseudocode

---------------------------------------------------

‘BFS(Graph G, Vertex s)
- Initialize(G, s)
Q = new Queue()

Q.Enqueue(s)
while @ # () do |
u = Q.Dequeue() - w r|t|x|v usw.
foreach v € Adj[u] do
if v.color == white then | |nitialize(Graph G, Vertex s)
v.color = gray 1+ foreach v € V do '
v.d =ud+1 u.color = white
V.T = U o u.d = oo
. Q.Enqueue(v) L oua = nil
_ u.color = black s.color = gray

s.d=0



Breitensuche — Pseudocode

---------------------------------------------------

‘BFS(Graph G, Vertex s)
- Initialize(G, s)
Q = new Queue()

Q.Enqueue(s)
while @ # () do |
u = Q.Dequeue() - w r|t|x|v usw.
foreach v € Adj[u] do
if v.color == white then | |nitialize(Graph G, Vertex s)
v.color = gray 1+ foreach v € V do '
v.d =ud+1 u.color = white
V.T = U o u.d = oo
. Q.Enqueue(v) L oua = nil
_ u.color = black s.color = gray

s.d=0

Laufzeit?



Breitensuche — Pseudocode

---------------------------------------------------

‘BFS(Graph G, Vertex s)
- Initialize(G, s)
Q = new Queue()

Q.Enqueue(s)
while @ # () do |
u = Q.Dequeue() - w r|t|x|v usw.
foreach v € Adj[u] do
if v.color == white then | |nitialize(Graph G, Vertex s)
v.color = gray 1+ foreach v € V do '
v.d =ud+1 u.color = white
V.T = U o u.d = oo
. Q.Enqueue(v) L oua = nil
_ u.color = black s.color = gray

s.d=0

Laufzeit?



Breitensuche — Pseudocode

---------------------------------------------------

‘BFS(Graph G, Vertex s)
- Initialize(G, s)
Q = new Queue()

Q.Enqueue(s)
while @ # () do |
u = Q.Dequeue() - w r|t|x|v usw.
foreach v € Adj[u] do
if v.color == white then | |nitialize(Graph G, Vertex s)
v.color = gray 1+ foreach v € V do '
v.d =ud+1 u.color = white
V.T = U o u.d = oo
. Q.Enqueue(v) L oua = nil
_ u.color = black s.color = gray

s.d=0



Breitensuche — Pseudocode

---------------------------------------------------

‘BFS(Graph G, Vertex s)
- Initialize(G, s)
Q = new Queue()

Q.Enqueue(s)
while @ # () do |
u = Q.Dequeue() - w r|t|x|v usw.
foreach v € Adj[u] do
if v.color == white then | |nitialize(Graph G, Vertex s)
v.color = gray 1+ foreach v € V do '
v.d =ud+1 u.color = white
V.T = U o u.d = oo
. Q.Enqueue(v) L oua = nil
_ u.color = black s.color = gray

s.d=0



Breitensuche — Pseudocode

---------------------------------------------------

‘BFS(Graph G, Vertex s)
- Initialize(G, s)
Q = new Queue()

Q.Enqueue(s)
while @ # () do |
u = Q.Dequeue() - w r|t|x|v usw.
foreach v € Adj[u] do
if v.color == white then | |nitialize(Graph G, Vertex s)
v.color = gray 1+ foreach v € V do '
v.d =ud+1 u.color = white
V.T = U o u.d = oo
. Q.Enqueue(v) L oua = nil
_ u.color = black s.color = gray

s.d=0

Laufzeit? O(V) + O(V)



Breitensuche — Pseudocode

---------------------------------------------------

‘BFS(Graph G, Vertex s)
- Initialize(G, s)
Q = new Queue()

Q.Enqueue(s)
while @ # () do |
u = Q.Dequeue() - w r|t|x|v usw.
foreach v € Adj[u] do
if v.color == white then | |nitialize(Graph G, Vertex s)
v.color = gray 1+ foreach v € V do '
v.d =ud+1 u.color = white
V.T = U o u.d = oo
. Q.Enqueue(v) L oua = nil
_ u.color = black s.color = gray

s.d=0

Laufzeit? O(V) + O(V)



Breitensuche — Pseudocode

---------------------------------------------------

Initialize( G, s)

Q = new Queue()
Q.Enqueue(s)
while Q # () do

u = Q.Dequeue() w LI t|x|v usw.
foreach v € Adj[u] do
if v.color == white then | |nitialize(Graph G, Vertex s)
v.color = gray 1+ foreach v € V do '
v.d =u.d—+1 ' u.color = white
V.T = u u.d = oo
. Q.Enqueue(v) - u. = nil
| u.color = black o s.color = gray
1 s.d=0

Laufzeit? O(V) + O(V) + O(E)



Breitensuche — Pseudocode

---------------------------------------------------

Initialize( G, s)

Q = new Queue()
Q.Enqueue(s)
while Q # () do

u = Q.Dequeue() - w or|tlx[v usw.
foreach v € Adj[u] do
if v.color == white then | |nitialize(Graph G, Vertex s)
v.color = gray 1+ foreach u € V do '
v.d =u.d+1 ' u.color = white
V.T = u u.d = oo
. Q.Enqueue(v) - u. = nil
_ u.color = black 1 S.color = gray
1+ s.d=0

Laufzeit? O(V) + O(V) + O(E) = O(V+E)
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Ausgabe: kiirzeste s-t-Wege in G mit Vorganger-Zeiger




Dijkstra — Pseudocode

Initialize(Graph G, Vertex s)
. foreach u € V do '
u.color = whaite
u.d = oo
L u.m = nal
s.color = gray




Dijkstra — Pseudocode

irDukstra(WelghtedGraph G, Vertex 5)
- Initialize(G, s)

.~ @ = new PriorityQueue(V, d)

" while not Q.Empty() do

: u = Q.ExtractMin()

foreach v € Adj[u] do

| Relax(u, v; w)

u.color = black

Initialize(Graph G, Vertex s)
. foreach v € V do '
u.color = white
u.d = oo
L u.m = nal

s.color = gray
s.d=0




Dijkstra — Pseudocode

Dijkstra(WeightedGraph G, Vertex 5)

- Initialize( G, s)
-~ Q = new PriorityQueue(V, d)
- while not Q.Empty() do
: u = Q.ExtractMin()
foreach v € Adj[u] do

| Relax(u, v; w)

u.color = black

Relax(u, v; w) - Initialize(Graph G, Vertex s)
if v.d > u.d + w(u, v) then foreach u € V do
v.color = gray : u.color = whaite
V_d: u-d_|_W(U, V) U.d:OO

u.m = nil
V. T = U

Q.DecreaseKey(v, v.d) sd =

s.color = gray




Dijkstra — Pseudocode

Laufzeit?

Dijkstra(WeightedGraph G, Vertex 5)

- Initialize(G, s)
@ = new PriorityQueue(V, d)
. while not Q.Empty() do
| u = Q.ExtractMin()
foreach v € Adj[u] do

| Relax(u, v; w)

u.color = black

Relax(u, v; w) - Initialize(Graph G, Vertex s)
if v.d > u.d + w(u, v) then foreach u € V do
v.color = gray ! | u.color = white

v.d = u.d + w(u, v) u.d .
| u.m = nal
V.T = u

s.color = gray

Q.DecreaseKey(v, v.d) sd=0




Dijkstra — Pseudocode

Laufzeit?

Dijkstra(WeightedGraph G, Vertex 5)

- Initialize(G, s)
@ = new PriorityQueue(V, d)
. while not Q.Empty() do
| u = Q.ExtractMin()
foreach v € Adj[u] do

| Relax(u, v; w)

u.color = black

i - O(V) Zeit

Relax(u, v; w) - Initialize(Graph G, Vertex s)
if v.d > u.d + w(u, v) then foreach u € V do
v.color = gray ! | u.color = white

v.d = u.d + w(u, v) u.d .
| u.m = nal
V.T = u

s.color = gray

Q.DecreaseKey(v, v.d) sd=0




Dijkstra — Pseudocode

Laufzeit?

{Dijkstra(WeightedGraph G, Vertex s).
- Initialize(G, s) _
@ = new PriorityQueue(V, d) O(V) Zeit
- while not Q.Empty() do
: u = @.ExtractMin()
foreach v € Adj[u] do

| Relax(u, v; w)

u.color = black

if v.d > u.d + w(u, v) then |
v.color = gray :
v.d = u.d + w(u, v)

V.T = U

. Q.DecreaseKey(v, v.d)




Dijkstra — Pseudocode

Laufzeit?

{Dijkstra(WeightedGraph G, Vertex s).
- Initialize(G, s) _
@ = new PriorityQueue(V, d) O(V) Zeit
- while not Q.Empty() do |
: u = Q.ExtractMin() - Genau |V| mal.
foreach v € Adj[u] do :

| Relax(u, v; w)

u.color = black

if v.d > u.d + w(u, v) then |
v.color = gray :
v.d = u.d + w(u, v)

V.T = U

. Q.DecreaseKey(v, v.d)




Dijkstra — Pseudocode

Laufzeit?

{Dijkstra(WeightedGraph G, Vertex s).
- Initialize(G, s) _
@ = new PriorityQueue(V, d) O(V) Zeit
- while not Q.Empty() do |
: u = Q.ExtractMin() - Genau |V| mal.
foreach v € Adj[u] do :

| Relax(u, v; w)

u.color = black

if v.d > u.d + w(u, v) then |
v.color = gray :
v.d = u.d + w(u, v)

V.T = U

. Q.DecreaseKey(v, v.d)




Dijkstra — Pseudocode | aufreit?

{Dijkstra(WeightedGraph G, Vertex s).
 Initialize(G, s) .

@ = new PriorityQueue(V, d) E O(V) Zeit

- while not Q.Empty() do |

' u = Q.ExtractMin() - Genau |V| mal.
foreach v € Adj[u] do

| Relax(u, v; w) - Fiir jeden Knoten u € V

i_________L_l_._c__o_l_q_’/j__:___l_?_l_q_c_/_c _________________________ rgne:Iau Adjlul] (= degu)

if v.d > u.d + w(u,v) then
v.color = gray :
v.d = u.d + w(u, v)

V.T = U

. Q.DecreaseKey(v, v.d)




Dijkstra — Pseudocode o it

Dijkstra(WeightedGraph G, Vertex s)

~ Initialize( G, s) .

@ = new PriorityQueue(V, d) E O(V) Zeit

- while not Q.Empty() do |

: u = @.ExtractMin() - Genau |V| mal.
foreach v € Adj[u] do '

| Relax(u, v; w) - Fiir jeden Knoten u € V

- L wu.color = black - genal ‘Ad_J[“” (= degu)
""""""""""""""""""""""""""""""""""" " 'mal, also insg. 2|E| mal.

if v.d > u.d + w(u, v) then |
v.color = gray |
v.d = u.d + w(u, v)

V. T = u

. Q.DecreaseKey(v, v.d)




Dijkstra — Pseudocode

Laufzeit?

{Dijkstra(WeightedGraph G, Vertex s).

 Initialize(G, s) i .

i ' | VA

- Q@ =new PriorityQueue(V, d) -OV) Zeit

- while not Q.Empty() do |

' u = Q.ExtractMin() - Genau |V| mal.
foreach v € Adj[u] do

| Relax(u, v; w) Fur jeden Knoten u € V

- L wu.color = black - genal ‘Ad_J[”” (= degu)
""""""""""""""""""""""""""""""""""" " 'mal, also insg. 2|E| mal.

Also wird DecreaseKey

if v.d > u.d + w(u, v) then
: < 2|E| mal aufgerufen.

v.color = gray
v.d = u.d + w(u, v)
V.T = U

. Q.DecreaseKey(v, v.d)




Dijkstra — Pseudocode

Laufzeit?

{Dijkstra(WeightedGraph G, Vertex s).

 Initialize(G, s) i .

i ' | VA

- Q@ =new PriorityQueue(V, d) -OV) Zeit

- while not Q.Empty() do |

' u = Q.ExtractMin() - Genau |V| mal.
foreach v € Adj[u] do

| Relax(u, v; w) Fur jeden Knoten u € V

- L wu.color = black - genal ‘Ad_J[”” (= degu)
""""""""""""""""""""""""""""""""""" " 'mal, also insg. 2|E| mal.

Also wird DecreaseKey

if v.d > u.d + w(u, v) then
: < 2|E| mal aufgerufen.

v.color = gray
v.d = u.d + w(u, v)
V.T = U

. Q.DecreaseKey(v, v.d)




Dijkstra — Pseudocode

Laufzeit?

{Dijkstra(WeightedGraph G, Vertex s).
 Initialize(G, s) .

@ = new PriorityQueue(V/, d) -OV) Zeit

- while not Q.Empty() do |

' u = Q.ExtractMin() - Genau |V| mal.
foreach v € Adj[u] do

| Relax(u, v; w) Fur jeden Knoten u € V

- L wu.color = black - genal ‘Ad_J[”” (= degu)
""""""""""""""""""""""""""""""""""" " 'mal, also insg. 2|E| mal.

Also wird DecreaseKey

if v.d > u.d + w(u, v) then
: < 2|E| mal aufgerufen.

v.color = gray
v.d = u.d + w(u, v) |
V.T = U 'Gesamt: Implementierungsabh.!

. Q.DecreaseKey(v, v.d) beste: O(E + V' log V)
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Ausgabe: gewichtsminimaler Baum T, der G aufspannt
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Eingabe: ungerichteter, zusammenhangender Graph G(V/, E)
mit Kantengewichten und Knoten s

Ausgabe: gewichtsminimaler Baum T, der G aufspannt




Jarnik-Prim — Beispiel

Eingabe: ungerichteter, zusammenhangender Graph G(V/, E)
mit Kantengewichten und Knoten s

Ausgabe: gewichtsminimaler Baum T, der G aufspannt




Jarnik-Prim — Pseudocode

Dijkstra(WeightedUndirectedGraph G = (V/, E; w), Vertex s)
Initialize( G, s)
@ = new PriorityQueue(V, d)
while not Q.Empty() do
u = Q.ExtractMin()

foreach v € Adj[u] do
| Relax(u, v; w)




Jarnik-Prim — Pseudocode
JarnikPrimMST
Dijkstra(WeightedUndirectedGraph G = (V/, E; w), Vertex s)
Initialize( G, s)
@ = new PriorityQueue(V, d)
while not Q.Empty() do
u = Q.ExtractMin()

foreach v € Adj[u] do
| Relax(u, v; w)




Jarnik-Prim — Pseudocode
JarnikPrimMST
Dijkstra(WeightedUndirectedGraph G = (V/, E; w), Vertex s)
Initialize( G, s)
@ = new PriorityQueue(V, d)
while not Q.Empty() do
u = Q.ExtractMin()

foreach v € Adj[u] do
| Relax(u, v; w)




Jarnik-Prim — Pseudocode
JarnikPrimMST
Dijkstra(WeightedUndirectedGraph G = (V/, E; w), Vertex s)
Initialize( G, s)
@ = new PriorityQueue(V, d)
while not Q.Empty() do
u = Q.ExtractMin()

foreach v € Adj[u] do
| Relax(u, v; w)

Relax (u, v; w)

if v.d > u.d + w(u, v) then
v.d = u.d + w(u, v)
V.T = u

. Q.UpdateKey(v, v.d)




Jarnik-Prim — Pseudocode
JarnikPrimMST
Dijkstra(WeightedUndirectedGraph G = (V/, E; w), Vertex s)
Initialize( G, s)
@ = new PriorityQueue(V, d)
while not Q.Empty() do
u = Q.ExtractMin()

foreach v € Adj[u] do
| Relax(u, v; w)

Relax'(u, v; w)

if v.d >—u-d= w(u,v) then
v.d =u-d—+ w(u,v)
V.T = u

. Q.UpdateKey(v, v.d)




Jarnik-Prim — Pseudocode
JarnikPrimMST
Dijkstra(WeightedUndirectedGraph G = (V/, E; w), Vertex s)
Initialize( G, s)
@ = new PriorityQueue(V, d)
while not Q.Empty() do
u = Q.ExtractMin()

foreach v € Adj[u] do
| Relax(u, v; w)

v € Q and ...

Relax/(u, v; W)/

if v.d >u-d=+ w(u, v) then
v.d =u-d—+ w(u,v)
V.T = u

. Q.UpdateKey(v, v.d)




Jarnik-Prim — Pseudocode
JarnikPrimMST
Dijkstra(WeightedUndirectedGraph G = (V/, E; w), Vertex s)
Initialize( G, s)
@ = new PriorityQueue(V, d)
while not Q.Empty() do
u = Q.ExtractMin()

foreach v € Adj[u] do
| Relax(u, v; w)

v € Q and ...

Relax/(u, v; W)/

ifV.d >_u-d—=+ w(u, v) then Laufzeit?
v.d =u-d—+ w(u,v)
V.T = U

. Q.UpdateKey(v, v.d)




Jarnik-Prim — Pseudocode
JarnikPrimMST
Dijkstra(WeightedUndirectedGraph G = (V/, E; w), Vertex s)
Initialize( G, s)
@ = new PriorityQueue(V, d)
while not Q.Empty() do
u = Q.ExtractMin()

foreach v € Adj[u] do
| Relax(u, v; w)

v € Q and ...

Relax/(u, v; W)/

ifV.d >_u-d—=+ w(u, v) then Laufzeit?

v.d ==+ w(u, v) — siehe Dijkstra
V.T = U — O(E + Vlog V)
. Q.UpdateKey(v, v.d)
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Kruskal — Beispiel

Eingabe: ungerichteter, zusammenhangender Graph G(V/, E)
mit Kantengewichten

Ausgabe: gewichtsminimaler Baum T, der G aufspannt
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