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MINCUT — kleinste Schnitte

Def. Gegeben sei ein ungerichteter Multigraph G. Gesucht
ist eine Zerlegung (S, T) von V(G) mit S, T # 0,
so dass die Anzahl der Kanten uv € E(G)
mit u € S und v € T moglichst klein ist.

Motivation:

/.B. Finden von
Schwachstellen in
Kommunikations-
netzwerken.

Beachte: Im Gegensatz zu s-t-Schnitten ist hier kein zu trennendes
Knotenpaar (s, t) gegeben und G ist ungerichtet!

Sei n = |V(G)|, m= |E(G)|.
O.B.d.A. ist der Multigraph G zusammenhangend und n > 2.
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Laufzeit

CONTRACT(zusammenhang. Multigraph G)

H<+ G
while H hat mehr als zwei Knoten do

wahle Kante e in H zufallig und gleichverteilt
H<+ H/e

return Zerlegung (S, T) von G, die den beiden letzten
Knoten in H entspricht.

e Anzahl der Knoten sinkt in jeder Iteration um 1.
e Jede lteration bendtigt O(m) Zeit.

Ubg.: Implementierung mit O(n) Zeit pro Iteration méglich!

Gesamtlaufzeit: O(n?)



Beobachtung Kantenkontraktion

Jeder Schnitt in G /e korrespondiert S

1

zu Schnitt gleicher GroBe in G.

G/e



Beobachtung Kantenkontraktion

Jeder Schnitt in G /e korrespondiert S T
zu Schnitt gleicher GroBe in G. E

~» GroBe eines kleinsten Schnitts
steigt (schwach) monoton wahrend
Ausfiihrung von CONTRACT
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Restiimee

Es handelt sich um einen sog. Monte-Carlo-Algorithmus,
da randomisiert und nicht immer korrekt.

Eine andere Art randomisierter Algorithmen sind sog. Las-Vegas-Algorithmen, bei denen das Ergebnis immer korrekt
ist, aber die Laufzeit eine Zufallsvariable ist (Bsp. RandomizedQuickSort in der ADS).
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mit O(n®log> n) Laufzeit, der mit hoher
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Dies ist iiberraschend schnell, da ein Graph ©(n?) Kanten haben kann.
In diesem Fall ist die Laufzeit beinahe linear!
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Satz.
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FAsTCuT(zsghd. Multigraph G = (V, E))

n

— [V

if n <6 then

e

|6se Problem , brute force”
Ise
t« [1+n/v2]
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Erinnerung Mastertheorem (2. Fall):
Falls T(n) = aT(n/b) + f(n) und f(n) = ©(n'°es2),
dann T(n) = ©(f(n) - logn).

Hier: a =2, b=+/2, f(n) = O(n?).

Wegen log, a = log 52 = 2 tolgt die Behauptung.
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Erfolgswahrscheinlichkeit (1)

Seien Gy, G, die Graphen nach 2x CONTRACT(G, t).

WK, dass kleinster Schnitt in Gy iiberlebt, ist > 1/2.
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Erfolgswahrscheinlichkeit (111)

Sei p(7) untere Schranke fiir die Erfolgs-WK:
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A

p(T+1) = p(7) — mit p(0) = 1
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Erfolgswahrscheinlichkeit (V)

Esgilt g(7+1) =q(7)+ 1+ ﬁ mit g(0) = 3.

Zeige per Induktion, dass 7 < q(7) < 7+ h;—1 + ¢ fir 7 > 2
und geniigend groBe Konstante ¢ > 0.
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mit Laufzeit O(n?log> n), der mit hoher
Wahrscheinlichkeit einen kleinsten Schnitt ermittelt.
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linear!
Zum Vergleich (siehe WueCampus, Bonustrack):

Satz. Es gibt einen einfachen deterministischen Algorithmus
fiir MINCUT mit O(mn + n®log n) Laufzeit.

...ist in LEDA (C++) und jgraphT (Java) implementiert.
... hat auf der Konf. ESA’'15 den Test of Time Award gewonnen!
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