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Idee: Richte M-Kanten nach unten, , ,
nicht-M-Kanten nach oben. G'=(AUBE)

Augmentierende gerlchtete Wege mit

Wege in G M-freien Endknoten in G’
Definiere G’ = (AUB U {s}, E'U{sa|a€c A, M-frei})
Breitensuche BFS(G”, s) erreicht PN G hat

einen M-freien Endknoten in B M-augm. Weg.
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Gib groBBtes Matching zuriick.

Satz. In einem bipartiten Graphen G = (V/, E) lasst sich in
O(VE) Zeit ein groBtes Matching bestimmen.

Bem. Dinic’ Fluss-Algorithmus berechnet
— maximale Fliisse in allg. Graphen in O(V?E) Zeit
— Matchings in bipartiten Graphen in O(v/ VE) Zeit.

Satz.  Selbst in einem beliebigen Graphen G = (V/, E) lasst
sich eine groBte Paarung in O(v/VE) Zeit berechnen.
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Wie gut ist T im Vergleich zu OPT?
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Kostenminimale perfekte Matchings

Def. Gegeben: vollstandiger Graph G = (V, E) mit
Kantenkosten c: E — R>y.
Gesucht:  perfektes Matching M mit minimalen

Kosten c(M) = > cle).

Satz.  Ein kostenminimales perfektes Matching kann in
O(V?3) Zeit berechnet werden.

Beweis. Siehe [Edmonds '65]; ziemlich kompliziert :-(

Im Folgenden betrachten wir das Problem nur in bipartiten
Graphen G = (AU B, E).
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Kostenminimale perfekte Matchings in bipartiten Graphen

e Aufgabe: Formulieren Sie ein ILP fiir G = (AUB, E) bipartit!

° ° (Minimiere Z CuvXuv ‘
uveE
. . unter den Nebenbed. Z x,, =1 firue AUB
veAd;[u]
x=05 | et 1+ fiiruv € E
Xyy = 0

o Effizient l6sbar? 1.A. nicht — VC is Spezialfall von ILP.

e Betrachte sogenannte LP-Relaxierung = effizient losbar!
Bei Minimierungsproblemen gilt OPT p < OPT.p.

e Problem: fraktionale Losungen!
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Krels gerade, da
Graph bipartit.
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— Resultierender Losungsvektor x’ zuldssig.
— Kostenanderung: e-c(M)




LP-Runden — Fortsetzung ()

Minimiere Z CuvXuv )
uveE

unter den Nebenbed. Z xywy =1 fuirve AUB
veAdj[u]

. Xyy > 0 firuv € E |

Zerlege K in disjunkte Matchings My, M5. Sei c(My) < c(M5).

Wahle € ;== min{ x. | e € M>}.

Setze |x. := x. + ¢ fiir e € My,
X, = xe — ¢ flir e € My, +e
XL 1= Xe fliree E\ K.

— Resultierender Losungsvektor x’ zuldssig.

— Kostenanderung: e-c(My) — e-c(M>)




LP-Runden — Fortsetzung ()

Minimiere Z CuvXuv )
uveE

unter den Nebenbed. Z xywy =1 fuirve AUB
veAdj[u]

. Xyy > 0 firuv € E |

Zerlege K in disjunkte Matchings My, M5. Sei c(My) < c(M5).

Wahle € ;== min{ x. | e € M>}.

Setze |x. := x. + ¢ fiir e € My,
X, = xe — ¢ flir e € My, +e
XL 1= Xe fliree E\ K.

— Resultierender Losungsvektor x’ zuldssig.

— Kostenanderung: e-c(My) — e-c(M,) < 0.
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LP-Runden — Fortsetzung ()

Minimiere Z CuvXuv )
uveE

unter den Nebenbed. Z xywy =1 fuirve AUB
veAdj[u]

. Xyy > 0 firuv € E |

Zerlege K in disjunkte Matchings My, M5. Sei c(My) < c(M5).

Wahle € ;== min{ x. | e € M>}.

Setze |x. := x. + ¢ fiir e € My,
X, = xe — ¢ flir e € My, +e
XL 1= Xe fliree E\ K.

— Resultierender Losungsvektor x’ zuldssig.

— Kostenanderung: e-c(My) — e-c(M,) < 0.

— X’ ist auch optimal

13
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LP-Runden — Fortsetzung ()

Minimiere Z CuvXuv )
uveE

unter den Nebenbed. Z xywy =1 fuirve AUB
veAdj[u]

. Xyy > 0 firuv € E |

Zerlege K in disjunkte Matchings My, M5. Sei c(My) < c(M5).
Wahle € ;== min{ x. | e € M>}.

Setze |x. := x. + ¢ fiir e € My,
X, = xe — ¢ flir e € My, +e

X, 1= Xe flirec E\ K.

€

— Resultierender Losungsvektor x’ zuldssig.
— Kostenanderung: e-c(M;) — e-c(M,) < 0.
— Fiir mind. eine Kante e € M, gilt x, =0. 1€ —c
— X’ ist auch optimal
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LP-Runden — Fortsetzung (1)

Minimiere Z CuvXuv )
uveE

unter den Nebenbed. Z xywy =1 fuirve AUB
veAdj[u]

. Xyy > 0 firuv € E |

Zerlege K in disjunkte Matchings My, M5. Sei c(My) < c(M5).
Wahle € ;== min{ x. | e € M>}.

Setze |x. := x. + ¢ fiir e € My,
X, = xe — ¢ flir e € My, +e

X, 1= Xe flirec E\ K.

€

— Resultierender Losungsvektor x’ zuldssig.
— Kostendnderung: e¢-c(My) — e-c(M,) < 0.
— Fiir mind. eine Kante e € M, gilt x, =0. 1€ —c

= x’ ist auch optimal — und hat mehr integrale Variablen als x!!




LP-Runden — Fortsetzung (II)

.

Minimiere

unter den Nebenbed.

Z xyy =1 firue AUB

veAdj[u]
Xyy = 0

fur uv € E

J

14

Wiederhole vorige Schritte, solange fraktionale Kanten existieren.



LP-Runden — Fortsetzung (II)

.

Minimiere

unter den Nebenbed.

Z xywv =1 firue AUB

veAdj[u]
Xyy = 0

fur uv € E

J

14

Wiederhole vorige Schritte, solange fraktionale Kanten existieren.

Beob. — Integrale Kanten werden nicht weiter verandert.



LP-Runden — Fortsetzung (II)

.

Minimiere

unter den Nebenbed.

Z xywv =1 firue AUB

veAdj[u]
Xyy = 0

fur uv € E

J

14

Wiederhole vorige Schritte, solange fraktionale Kanten existieren.

Beob. — Integrale Kanten werden nicht weiter verandert.
— Zielfunktion erhoht sich nicht.



LP-Runden — Fortsetzung (II)
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Minimiere

unter den Nebenbed.

Z xywv =1 firue AUB

veAdj[u]
Xyy = 0

fur uv € E

J

14

Wiederhole vorige Schritte, solange fraktionale Kanten existieren.

Beob. — Integrale Kanten werden nicht weiter verandert.

— Zielfunktion erhoht sich nicht.

= Algorithmus terminiert nach
ganzzahliger und optimaler (!) Losung.

lterationen mit



LP-Runden — Fortsetzung (II)

.

Minimiere

unter den Nebenbed.

Z xywv =1 firue AUB

veAdj[u]
Xyy = 0

fur uv € E

J

14

Wiederhole vorige Schritte, solange fraktionale Kanten existieren.

Beob. — Integrale Kanten werden nicht weiter verandert.
— Zielfunktion erhoht sich nicht.

= Algorithmus terminiert nach < |E| Iterationen mit
ganzzahliger und optimaler (!) Losung.
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LP-Runden — Fortsetzung (II)

Minimiere Z CuvXuv )
uveE

unter den Nebenbed. Z xywy =1 fuirve AUB
veAdj[u]

. Xyy > 0 firuv € E |

Wiederhole vorige Schritte, solange fraktionale Kanten existieren.

Beob. — Integrale Kanten werden nicht weiter verandert.
— Zielfunktion erhoht sich nicht.

= Algorithmus terminiert nach < |E| Iterationen mit
ganzzahliger und optimaler (!) Losung.

Satz.



LP-Runden — Fortsetzung (II)

Minimiere Z CuvXuv )
uveE

unter den Nebenbed. Z xywy =1 fuirve AUB
veAdj[u]

. Xyy > 0 firuv € E |

14

Wiederhole vorige Schritte, solange fraktionale Kanten existieren.

Beob. — Integrale Kanten werden nicht weiter verandert.
— Zielfunktion erhoht sich nicht.

= Algorithmus terminiert nach < |E| Iterationen mit
ganzzahliger und optimaler (!) Losung.

Satz. In bipartiten Graphen kann man kostenminimale
perfekte Matchings in Polynomialzeit ermitteln.



Extrempunkt-Losungen (1)

Minimiere Z Cuv Xuv
uveE

unter den Nebenbed. Z xywy =1 fuirve AUB
veAdj[u]
Xyy > 0 firuv € E |

Lerlege K in disjunkte Matchings My, M.



Extrempunkt-Losungen (1)

Minimiere Z Cuv Xuv
uveE

unter den Nebenbed. Z xywy =1 fuirve AUB
veAdj[u]
Xyy > 0 firuv € E |

Lerlege K in disjunkte Matchings My, M.
Waihle € := min{ x. | e € K}.
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Extrempunkt-Losungen (1)

Minimiere Z Cuv Xuv
uveE

unter den Nebenbed. Z xywy =1 fuirve AUB
veAdj[u]
Xyy > 0 firuv € E |

Lerlege K in disjunkte Matchings My, M.

+€
Waihle € := min{ x. | e € K}.

—&

Setze x. := xe|+le fiir x. € My, +e e
XL = Xe|— e fiir xe € My,
X5 1= Xe flire e E\ K.

+c

+£ —E



Extrempunkt-Losungen (1)

Lerlege K in disjunkte Matchings My, M.
Waihle € := min{ x. | e € K}.

Setze

Setze

X

Minimiere

unter den

Z CuvXuv
uveE
Nebenbed. Z xywv =1 firue AUB
veAdj[u]
Xyy > 0 flir uv € E

S

D ~

X

('D><\ CD><\

~0DO ~
~

5

~~
~~

g

~~

—&

= Xe|T
::Xe_

= Xe

::Xe_
= Xe| T

= Xe

flire e E\ K.

e fur x. € My,
e fur x. € M>.
flirec E\ K.

15
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Extrempunkt-Losungen (1)

Minimiere Z CuvXuv )
uveE

unter den Nebenbed. Z xywy =1 fuirve AUB
veAdj[u]
Xyy > 0 firuv € E |

Lerlege K in disjunkte Matchings My, M.

Waihle € := min{ x. | e € K}.
Setze |x,, := Xc|+e fiir xe € My,

/

, . an

X, 1= Xe|—|g fur xe € Mo,
/
/

—€ +&

X5 1= Xe fliree E\ K.
Setze x!:= x.|—le fiir x. € My,
X = x¢|+|e fiir xe € M.

X! = Xe flirec E\ K.

Beob.: Losungen x’, X"’ sind beide zul3ssig
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Extrempunkt-Losungen (1)

Minimiere Z CuvXuv )
uveE

unter den Nebenbed. Z xywy =1 fuirve AUB
veAdj[u]
Xyy > 0 firuv € E |

Lerlege K in disjunkte Matchings My, M.

Waihle € := min{ x. | e € K}.
Setze |x,, := Xc|+e fiir xe € My,

/

, . an

X, 1= Xe|—|g fur xe € Mo,
/
/

—€ +&

X5 1= Xe fliree E\ K.
Setze x!:= x.|—le fiir x. € My,
X = x¢|+|e fiir xe € M.

X! = Xe flirec E\ K.

Beob.: Losungen x’, x”’ sind beide zuldssig und x =
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Extrempunkt-Losungen (1)

Minimiere Z CuvXuv )
uveE

unter den Nebenbed. Z xywy =1 fuirve AUB
veAdj[u]
Xyy > 0 firuv € E |

Lerlege K in disjunkte Matchings My, M.

Waihle € := min{ x. | e € K}.
Setze |x,, := Xc|+e fiir xe € My,

/

, . an

X, 1= Xe|—|g fur xe € Mo,
/
/

—€ +&

X5 1= Xe fliree E\ K.
Setze x!:= x.|—le fiir x. € My,
X = x¢|+|e fiir xe € M.

X! = Xe flirec E\ K.

Beob.: Lésungen x’, x” sind beide zulissig und x = 2(x’ + x”')!



Extrempunkt-Lésungen (I1)

7

Minimiere

unter den Nebenbed.

.

Z xywv =1 firue AUB

veAdj[u]
Xyy = 0

fur uv € E

S

x = 2(x'+x") = x liegt

16



Extrempunkt-Lésungen (I1)

7

Minimiere

unter den Nebenbed.

.

Z xyy =1 firue AUB

veAdj[u]
Xyy = 0

fur uv € E

S

x = 2(x' +x"”) = x liegt auf der Strecke x'x".
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Extrempunkt-Lésungen (1)

7

Minimiere

unter den Nebenbed.

.

Z xywv =1 firue AUB

veAdj[u]
Xyy = 0

fur uv € E

J

1

x = 5(x’' +x”) = x liegt auf der Strecke x'x".

2

AuBerdem sind x, x’ und x” paarweise verschieden.

16



Extrempunkt-Lésungen (1)

7

Minimiere

unter den Nebenbed.
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Z xywv =1 firue AUB

veAdj[u]
Xyy = 0

fur uv € E

S

1

x = 5(x’' +x”) = x liegt auf der Strecke x'x".

2

AuBerdem sind x, x’ und x” paarweise verschieden.

»

\,Eﬂrempu
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Extrempunkt-Lésungen (1)

7

Minimiere

unter den Nebenbed.

.

Z xywv =1 firue AUB

veAdj[u]
Xyy = 0

fur uv € E

J

1

x = 5(x’' +x”) = x liegt auf der Strecke x'x".

2

AuBerdem sind x, x’ und x” paarweise verschieden.
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Extrempunkt-Lésungen (1)

7

Minimiere

unter den Nebenbed.

.

Z xyy =1 firue AUB

veAdj[u]
Xyy = 0

fur uv € E

J

1

x = 5(x’' +x”) = x liegt auf der Strecke x'x".

2

AuBerdem sind x, x’ und x” paarweise verschieden.

= Die fraktionale Losung x ist kein Extrempunkt des
Losungsraums (konvexes Polytop) von (x).

(%)
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Extrempunkt-Lésungen (1)

rl\/linimiere Z Cuv Xuv
uveE

unter den Nebenbed. Z xywy =1 fuirve AUB
veAdj[u]

. Xyy > 0 firuv € E |

x = 2(x' +x"”) = x liegt auf der Strecke x'x".

AuBerdem sind x, x’ und x” paarweise verschieden.

= Die fraktionale Losung x ist kein Extrempunkt des
Losungsraums (konvexes Polytop) von (x).

Satz. Polytop (*) fiir bipartite Matchings
hat nur ganzzahlige Extrempunkte.

(%)

16
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Extrempunkt-Lésungen (I1)

rl\/linimiere Z CuvXuv )
uveE
unter den Nebenbed. Z xywy =1 fuirve AUB
vEAdj[u] (*)
. Xyy > 0 firuv € E |
x = 2(x' +x"”) = x liegt auf der Strecke x'x".

AuBerdem sind x, x’ und x” paarweise verschieden.

= Die fraktionale Losung x ist kein Extrempunkt des
Losungsraums (konvexes Polytop) von (x). —x e

X

Satz. Polytop (*) fiir bipartite Matchings
hat nur ganzzahlige Extrempunkte.

Bem. Gangige LP-Algorithmen terminieren mit » n\d:é'
Extrempunkt-Losungen (sofern existent) und

erfordern fiir obiges LP kein anschlieBendes LP-Runden!!

\,Exuempu
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