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G = (V ,E ) unger. GraphBsp.



2

Alternierende und augmentierende Wege
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vergrößern?

• Finde einen (M-) alternierenden Weg W , dessen Endknoten
M-frei sind.
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enthält abwechselnd M- und nicht-M-Kanten

M ⊆ E Matching in G .

W



2

Alternierende und augmentierende Wege

Ziel: Besseres Problemverständnis → kombinatorische (d.h.
nicht flussbasierte) Algorithmen für größte Matchings.
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vergrößern?
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(da M′ zusätzlich die Endknoten von W paart).

, wobei A∆B = (A ∪ B) \ (A ∩ B) die symm. Differenz von A und B ist.



3

Satz von Berge

Satz. Sei G = (V ,E ) Graph,
M ⊆ E Matching in G .

P
ar
is
,
1
9
9
0

©
A
d
ri
a
n
B
o
n
d
y

Claude Berge
(1926–2002)



3

Satz von Berge

Satz. Sei G = (V ,E ) Graph,
M ⊆ E Matching in G .
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M ist ein größtes Matching in G

Beweis.
”
⇒“ Klar: jeder augm. Weg würde M vergrößern
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P
ar
is
,
1
9
9
0

©
A
d
ri
a
n
B
o
n
d
y

Claude Berge
(1926–2002)

”
⇐“ M ist kein größtes Matching.
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Zurück zu: größte Matchings in bip. Graphen

Frage: Wie finden wir augmentierende Wege?

A

B

G = (A ∪ B,E ) bipartit, M ⊆ E

Idee: Richte M-Kanten nach unten,
nicht-M-Kanten nach oben.



4
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Zurück zu: größte Matchings in bip. Graphen

Frage: Wie finden wir augmentierende Wege?

A

B

G = (A ∪ B,E ) bipartit, M ⊆ E

Idee: Richte M-Kanten nach unten,
nicht-M-Kanten nach oben.

}
G ′ = (A ∪ B,E ′)

Definiere G ′′ =
(
A ∪ B ∪ {s},E ′ ∪ {sa | a ∈ A, M-frei}

)
⇔

G ′

G ′′

G hat
M-augm. Weg.

Breitensuche BFS(G ′′, s) erreicht
einen M-freien Endknoten in B

gerichtete Wege mit
M-freien Endknoten in G ′

Augmentierende
Wege in G
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bis kein freier Knoten in B mehr gefunden wird.

Gib größtes Matching zurück.

Satz. In einem bipartiten Graphen G = (V ,E ) lässt sich in
O(VE ) Zeit ein größtes Matching bestimmen.

Bem. Dinic’ Fluss-Algorithmus berechnet
– maximale Flüsse in allg. Graphen in O(V 2E ) Zeit
– Matchings in bipartiten Graphen in O(

√
VE ) Zeit.

Satz. Selbst in einem beliebigen Graphen G = (V ,E ) lässt
sich eine größte Paarung in O(

√
VE ) Zeit berechnen.

[Micali & Vazirani, FOCS’80]

[KN, Kapitel 9.6]
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Es gibt eine 2-Approximation für ∆-TSP.

,



6

Wiederholung – Tree-Doubling für ∆-TSP

Satz.

Problem: Traveling Salesperson Problem

Gegeben: unger. vollständiger Graph G = (V ,E )
mit Kantenkosten c : E → R≥0

Gesucht: Hamiltonkreis in G mit minimalen Kosten.

Metrisches (∆-TSP)

die die Dreiecksungleichung erfüllen.
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Gegeben: unger. vollständiger Graph G = (V ,E )
mit Kantenkosten c : E → R≥0

Gesucht: Hamiltonkreis in G mit minimalen Kosten.

Metrisches (∆-TSP)

die die Dreiecksungleichung erfüllen.
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Gegeben: unger. vollständiger Graph G = (V ,E )
mit Kantenkosten c : E → R≥0

Gesucht: Hamiltonkreis in G mit minimalen Kosten.

Metrisches (∆-TSP)

die die Dreiecksungleichung erfüllen.
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Füge
”
Abkürzungen“ ein.

1. Algorithmus



6

Wiederholung – Tree-Doubling für ∆-TSP

Satz.

Problem: Traveling Salesperson Problem
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7

Christofides’ Algorithmus

• Ermittle einen minimalen Spannbaum B für G .

• Sei U die Menge der Knoten ungeraden Grades in B.

• Ermittle kostenminimales perfektes Matching M für G [U]

• Berechne im eulerschen Graphen
B ∪M erst Eulertour und dann
Rundtour T wie bei Tree-Doubling.

M ist unter allen
perfekten Matchings
in G eines mit
minimalen Kosten
c(M) :=

∑
e∈M c(e)

Warum? der von U induzierte Graph
(U, {vw ∈ E(G) : v ∈ U,w ∈ U})

(existiert, da |U| gerade und G [U] vollständig).
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}
⇒ Beh.

in G [U]
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minimaler Spannbaum B
perfektes Matching M in G [U]
Christofides-Tour T mit Kosten ALG =
OPT =
ALG / OPT = (n + ⌊n/2⌋ − 1)/n →

– Jede nicht gezeichnete Kante uv hat Kosten. . .
Länge eines kürzesten u-v -Weges (⇒ G metrisch!)

– Unbeschriftete Kanten haben Kosten 1.

3/2

n + ⌊n/2⌋ − 1
n



9

Der Approximationsfaktor ist scharf

⌊n/2⌋

Konstruiere metrische Instanz G , für die Christofides möglichst schlecht ist:
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Also:
Nicht die Analyse ist schlecht –
sondern der Algorithmus!
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Def. Gegeben: vollständiger Graph G = (V ,E ) mit
Kantenkosten c : E → R≥0.

Gesucht: perfektes Matching M mit minimalen
Kosten c(M) =

∑
e∈M c(e).

Satz. Ein kostenminimales perfektes Matching kann in
O(V 3) Zeit berechnet werden.

Beweis. Siehe [Edmonds ’65]; ziemlich kompliziert :-( □

Im Folgenden betrachten wir das Problem nur in bipartiten
Graphen G = (A ∪ B,E ).
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−ε

−ε

und x =

Setze x ′′e := xe − ε für xe ∈ M1,
x ′′e := xe + ε für xe ∈ M2.

−ε

−ε

−ε

−ε

+ε

+ε

+ε

+ε

Beob.: Lösungen x′, x′′ sind beide zulässig

x ′e := xe für e ∈ E \ K .

Minimiere
∑
uv∈E

cuvxuv

unter den Nebenbed.
∑

v∈Adj[u]

xuv = 1 für u ∈ A ∪ B

xuv ≥ 0 für uv ∈ E

x ′′e := xe für e ∈ E \ K .
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Beob.: Lösungen x′, x′′ sind beide zulässig
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∑
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∑
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1
2 (x

′ + x′′)!

x ′′e := xe für e ∈ E \ K .
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Extrempunkt-Lösungen (II)

x = 1
2 (x

′ + x′′) ⇒ x liegt

Minimiere
∑
uv∈E

cuvxuv

unter den Nebenbed.
∑

v∈Adj[u]

xuv = 1 für u ∈ A ∪ B

xuv ≥ 0 für uv ∈ E
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Extrempunkt-Lösungen (II)

x = 1
2 (x

′ + x′′) ⇒ x liegt

Minimiere
∑
uv∈E

cuvxuv

unter den Nebenbed.
∑

v∈Adj[u]

xuv = 1 für u ∈ A ∪ B

xuv ≥ 0 für uv ∈ E

auf der Strecke x′x′′.
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Extrempunkt-Lösungen (II)

x = 1
2 (x

′ + x′′) ⇒ x liegt

Minimiere
∑
uv∈E

cuvxuv

unter den Nebenbed.
∑

v∈Adj[u]

xuv = 1 für u ∈ A ∪ B

xuv ≥ 0 für uv ∈ E

auf der Strecke x′x′′.

Außerdem sind x , x ′ und x ′′ paarweise verschieden.
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Extrem
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Extrempunkt-Lösungen (II)

x = 1
2 (x
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xx
x′

x′′

Extrem
punkte
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∑
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16

Extrempunkt-Lösungen (II)

x = 1
2 (x

′ + x′′) ⇒ x liegt

Die fraktionale Lösung x ist kein Extrempunkt des
Lösungsraums (konvexes Polytop) von (⋆).

xx
x′

x′′

 (⋆)

Extrem
punkte

⇒

Minimiere
∑
uv∈E

cuvxuv

unter den Nebenbed.
∑

v∈Adj[u]

xuv = 1 für u ∈ A ∪ B

xuv ≥ 0 für uv ∈ E

auf der Strecke x′x′′.

Außerdem sind x , x ′ und x ′′ paarweise verschieden.
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Lösungsraums (konvexes Polytop) von (⋆).

xx
x′

x′′

 (⋆)

Extrem
punkte

⇒

Polytop (⋆) für bipartite Matchings
hat nur ganzzahlige Extrempunkte.

Satz.

Minimiere
∑
uv∈E

cuvxuv

unter den Nebenbed.
∑

v∈Adj[u]

xuv = 1 für u ∈ A ∪ B

xuv ≥ 0 für uv ∈ E

auf der Strecke x′x′′.

Außerdem sind x , x ′ und x ′′ paarweise verschieden.
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Extrempunkt-Lösungen (II)

x = 1
2 (x

′ + x′′) ⇒ x liegt

Die fraktionale Lösung x ist kein Extrempunkt des
Lösungsraums (konvexes Polytop) von (⋆).

xx
x′

x′′

 (⋆)

Extrem
punkte

Gängige LP-Algorithmen terminieren mit
Extrempunkt-Lösungen (sofern existent) und
erfordern für obiges LP kein anschließendes LP-Runden!!

⇒

Polytop (⋆) für bipartite Matchings
hat nur ganzzahlige Extrempunkte.

Satz.

Minimiere
∑
uv∈E

cuvxuv

unter den Nebenbed.
∑

v∈Adj[u]

xuv = 1 für u ∈ A ∪ B

xuv ≥ 0 für uv ∈ E

Bem.

auf der Strecke x′x′′.

Außerdem sind x , x ′ und x ′′ paarweise verschieden.
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