Gras e/
L A v

Algorithmen und Datenstrukturen

25113|31|23|11|37}15

. , /
VOrleSU ng 9 Ij —{12 .17 /|
. . . . 39 —.26 .23 +—={.21] /|
Sortieren in Linearzeit e
31|11/13|23|25|15|37 72 ;
94
26 {6 /]
12 —— 7] F—+{79 /]
11|13|15|23|25|31|37 22 /_

Alexander Wolff Wintersemester 2025



Sortieren durch Vergleichen

| Sortieralg.
Eingabefolge (a1, a2,...,2,) —»

Schliisselvergle

Ausgabe: sortierte Eingabe

Iche

Fiir festes n ist ein vergleichsbasierter Sortieralgorithmus

charakterisiert durch seinen Entscheidungsbaum:

IA
V

B innere Knoten = Vergleiche (0.B.d.A. immer <, z.B. ,a1 < a7")

B Blatter = sortierte Permutationen der Eingabe

B Kanten = Ergebnisse (</>) eines Vergleichs

Anz. Vgl. im schlechtesten Fall

= Lange eines langsten
Wurzel-Blatt-Pfads

—: Hohe des Baums

—hier 3

(1,3,2)11(3,1,2) (2,3,1)

Entscheidungsbaum fiir INSERTIONSORT und n = 3



Eine untere Schranke

Frage: Wie viele Vergleiche braucht jeder vergleichsbasierte Sortieralgorithmus im
schlechtesten Fall um n verschiedene Objekte zu sortieren?

M.a.W. Gegeben

B ein beliebiger vergleichsbasierter Sortieralgorithmus,
B eine Zahl n von verschiedenen Objekten, die man sortieren soll,

welche Hohe hat der Entscheidungsbaum mindestens?

Beob.: Die Hohe ist eine Funktion der Blatteranzahl.

Anz. Blatter = Anz. Permutationen von n Obj. = n!
Hohe Bindrbaum mit B Blattern > [log, B

Hohe Entscheidungsbaum > log, nl = log, [[/L, i = Y7, log, i
> flnlog2xdx =2 [['Inxdx =5 [['1-Inxdx
L([x-Inx]7 — [['x-2dx) = — (nhnn=9)=(n=1) ¢ Q(nlog n)

In 2
‘,_/

Partielle Integration. fa u'v = [uv]? — fa uv'| 1

- 29



Resultat




Wir durchbrechen die Schallmauer

B SPAGHETTISORT

[JFVelasquez Floro, CCO, via Wikimedia Commons] [Ensign John Gay, U.S. Navy, Public domain, via Wikimedia Commons]


https://algo.uni-trier.de/videos/spaghettisort.mp4

Wir durchbrechen die Schallmauer

(M SPAGHETTISORT sortiert Spaghetti nach Lange)
B COUNTINGSORT sortiert Zahlen in {0, ..., k}
B RADIXSORT sortiert s-stellige b-adische Zahlen

B BUCKETSORT  sortiert gleichverteilte zufallige Zahlen

J

[JFVelasquez Floro, CCO, via Wikimedia Commons] [Ensign John Gay, U.S. Navy, Public domain, via Wikimedia Commons]

- 10



COUNTINGSORT

Idee: 1) fiir jedes x in der Eingabe: zahle die Anzahl der Zahlen < x

2) benutze diese Information um x im Ausgabefeld
direkt an die richtige Position zu schreiben

Variablen: A Eingabefeld | C Rechenfeld
B Ausgabefeld | k begrenzt das Universum: {0, ..., k}

Beispiel:  1a) Zdhlen: Fiir jedes x in A, zdhle die Anzahl der Zahlen gleich x (in C)

1 2 3 4 5 6 7 8 o 1 2 3 4

A (310141113 |14|1|4| = C [1]2]0]2]3

1b) Berechnen: Fiir jedes x in A, berechne die Anzahl der Zahlen < x (in C)

C |1}3




COUNTINGSORT

Idee: 1) fiir jedes x in der Eingabe: zahle die Anzahl der Zahlen < x

2) benutze diese Information um x im Ausgabefeld
direkt an die richtige Position zu schreiben

Variablen: A Eingabefeld | C Rechenfeld
B Ausgabefeld | k begrenzt das Universum: {0, ..., k}

Beispiel:  1a) Zdhlen: Fiir jedes x in A, zdhle die Anzahl der Zahlen gleich x (in C)

1 2 3 4 5 6 7 8 o 1 2 3 4

A [3(014|1|3|4|1}|4| = C |1]2|10]|2]|3

1b) Berechnen: Fiir jedes x in A, berechne die Anzahl der Zahlen < x (in C)

C1335|‘84"
3 &

o 1 2
2) Schreiben: Schreibe jedes x in A direkt an die richtige Position in B
v
B 4




COUNTINGSORT

Idee: 1) fiir jedes x in der Eingabe: zahle die Anzahl der Zahlen < x

2) benutze diese Information um x im Ausgabefeld
direkt an die richtige Position zu schreiben

A Eingabefeld

Variablen:

Beispiel:

B Ausgabefeld
la) Zahlen: Fiir jedes x in A, zdhle die Anzahl der Zahlen gleich x (in C)

2

310

A

1

3

4

C Rechenfeld
k begrenzt das Universum: {0, ..., k}

5

6

2

8

4

1

3

4

1

4

1b) Berechnen: Fiir jec

2) Schreiben: Sc

B

es x in A, berechne die Anzahl der Zahlen < x (in C)

|

0]1

113

3

4

A

n

1

2

3

4

5

6

-

8

o 1 2 3 4

= C |1]2|0]2]3

C |0J1]3[3]5

O 1 2 3 4

nreibe jedes x in A direkt an die richtige Position in B

COUNTINGSORT ist stabil!

6 - 100



COUNTINGSORT

Plan: 1a) Zahlen: Fiir jedes x in A, zdhle die Anzahl der Zahlen gleich x (in C)
1b) Berechnen: Fiir jedes x in A, berechne die Anzahl der Zahlen < x (in C)
2) Schreiben: Schreibe jedes x in A direkt an die richtige Position in B

. [Eingabefe\lg] [Ausgabefe\lg] &ischréinkt Universum {0, .. ., k}] AUfgabe'
;COUNTINGSORT(int[] A, int[] B, int k) Fillen .Sie die Felder mlit Code,
. sei C[0...k] ={(0,0,..., 0) ein neues Feld Lder oo !dlee umsetzt:

for j =1 to A.length do 1a) Zshlen]

// Cli] enthalt jetzt die Anzahl der Elemente gleich i in A |

for i =1 to k do [1b) Berechnen]i

// Cli] enthalt jetzt die Anzahl der Elemente </ in A
for j = A.length downto 1 do

L [2) Schreiben]

___________________________________________________________________________________________________




COUNTINGSORT

Plan: 1a) Zahlen: Fiir jedes x in A, zdhle die Anzahl der Zahlen gleich x (in C)
1b) Berechnen: Fiir jedes x in A, berechne die Anzahl der Zahlen < x (in C)
2) Schreiben: Schreibe jedes x in A direkt an die richtige Position in B

| [Eingabefe\lg] [Ausgabefe\lg] &ischréinkt Universum {0, .. ., k}] AUfgabe'
;COUNTINGSORT(int[] A, int[] B, int k) Fillen .Sie die Felder mlit Code,
. sei C[0...k] =(0,0,..., 0) ein neues Feld Lder oo !dlee umsetzt:

for j =1 to A.length do C[A[j|| = C[A[J]] + 1 1a) Zshlen]

// Cli] enthéalt jetzt die Anzahl der Elemente gleich i in A |

for i=1to k do Cli| = Cl[i|+ C[i — 1] [1b) Berechnen|:

// Cl[i] enthélt jetzt die Anzahl der Elemente </ in A :

for j = A.length downto 1 do

alcA = A S
AUl = ClAUI - https://algo.uni-trier.de/demos/sort.html

___________________________________________________________________________________________________



https://algo.uni-trier.de/demos/sort.html

COUNTINGSORT

Plan: 1a) Zahlen: Fiir jedes x in A, zdhle die Anzahl der Zahlen gleich x (in C)
1b) Berechnen: Fiir jedes x in A, berechne die Anzahl der Zahlen < x (in C)
2) Schreiben: Schreibe jedes x in A direkt an die richtige Position in B

| [Eingabefe\lg] [Ausgabefe\lg] &ischréinkt Universum {0, .. ., k}] Laufzeit:
COUNTINGSORT(int[] A, int[] B, int k) 1 O(n + k)
. sei C[0...k] =(0,0,..., 0) ein neues Feld [Initialisierung]

for j = 1 to A.length do C[A[j]] = C[A[j]] + 1 (1a) Zzhlen}

// Cli] enthéalt jetzt die Anzahl der Elemente gleich i in A |

for i=1to k do Cli| = Cl[i|+ C[i — 1] [1b) Berechnen|:

// Cl[i] enthélt jetzt die Anzahl der Elemente </ in A :

for j = A.length downto 1 do

B[C[A[]]] = Al _
L C[A[j]] — C[A[j]] 1 [2) Schrelben]

___________________________________________________________________________________________________



1. Zwischentest am Do, 13.11., ab 8:15 Uhr

Bitte melden Sie sich jetzt in WueCampus fiir den Test an,
wenn Sie das noch nicht getan haben.

(Sonst drucken wir keinen Test fiir Sie aus. Frist: Mi, 10:00 Uhr.)



/usammenfassung

B Jedes vergleichsbasierte Sortierverfahren braucht im Worst-Case 2(nlog n) Vergleiche.

B COUNTINGSORT sortiert Zahlen in {0, ..., k} (stabil!)
Laufzeit fiir n Zahlen: O(n + k)
[max. s Stellen b mégliche unterschiedliche Ziffern] z.B. Dezimalzahl: b =10
B RADIXSORT sortiert s-stellige b-adische Zahlen Binarzahl: b =2

Woérter: b= 26



10 - 12

RADIXSORT

&ahr, Monat, Tag)]

Frage: Gegeben Liste von Menschen mit deren Geburtstagen.
Wie wiirden Sie die Liste nach Alter sortieren?

Drei (?) Losungen:
B Geburtstage in Anzahl Tage seit 1.1.1970 umrechnen,
dann vergleichsbasiertes Sortierverfahren verwenden.

B Spezielle Vergleichsroutine schreiben und
in vergleichsbasiertes Sortierverfahren einbauen.

B Liste 3% sortieren: je 1x nach Jahr, Monat, Tag. [Aber in welcher Reihenfolge?]

| Anz. Stellen (hier: 3)]
'RADIXSORT(A,s)

for i = 1 to s do [1 = Index der niederwertigsten (!) Stelle]
| sortiere A stabil nach der i-ten Stelle '
[;\B. mit COUNTINGSORT]



https://algo.uni-trier.de/videos/radixsort.mp4

11-10

Beispiel
Sortiere A |25(13|31{23|11|37|15
/ GemalBl RADIXSORT erst nach Einern,
‘ '\‘ dann (stabil) nach Zehnern.

RADIXSORT(A, s)

for i =1 to s do
| sortiere A stabil nach der /-ten Stelle



11-21

Beispiel
Sortiere A |25(13|31{23|11|37|15
/ GemalBl RADIXSORT erst nach Einern,
‘ '\‘ dann (stabil) nach Zehnern.

Ar [31]11]13]23|25(15(37

Demo.
https://algo.uni-trier.de/demos/sort.html

Vi
LA
/N

A, 1315232531 [37] o/

RADIXSORT(A, s)

for i =1 to s do
| sortiere A stabil nach der /-ten Stelle


https://algo.uni-trier.de/demos/sort.html

/usammenfassung

B Jedes vergleichsbasierte Sortierverfahren braucht im schlechtesten
Fall 2(nlog n) Vergleiche.

B COUNTINGSORT sortiert Zahlen in {0, ..., k} (stabil!)
Laufzeit fiir n Zahlen: O(n + k)
[max. s Stellen b mogliche unterschiedliche ZifFern]

B RADIXSORT sortiert s-stellige b-adische Zahlen
Laufzeit fiir n Zahlen: O(s - (n+ b))

B BUCKETSORT sortiert gleichverteilte zufallige Zahlen

z.B. Dezimalzahl: b =10
Binarzahl: b=2
Woérter: b= 26

12 -



BUCKETSORT

photo by JulienFou on reddit

13-2


https://algo.uni-trier.de/videos/bucketsort.mp4

13-20

[
(@)

BUCKETSORT
A B
11.78 0
2 |.17 1| .12 —&—1.17
3 [.39 o | ——[23] F—{26] {21
4 1.21 3| —T.39 &
5 (.72 4
6 .94 5
7 1.26 6| —T—>.68
g [.12 7| {72 F—{78
0|23 s /] A
08 0 ".94 photo by JulienFou on reddit
4 }
T L Eimerinhalt”: Verkettete Liste von Elementen aus A.
Hilfsfeld B[0...n — 1];
jeder Eintrag entspricht einem , Eimer” der Weite 1/n
Eingabefeld A[l ... n| enthdlt Zahlen, Im Beispielt auf 2 Nach-

zufallig und gleichverteilt aus [0, 1) gezogen kommastellen gerundet




BUCKETSORT
A B

11.78 0

2 .17 1| .12 17

3 1.39 2 | —T.23 .26 21

4 (.21 3| —T*.39

5 .72 4

6 (.94 5

7 1.26 6| —T—*.68

g [.12 7| .72 .78

0 (.23 8

10 |.68 9 ».94

—————————————————————————————————————————————————————————————

iBUCKETSORT(FeId A von Zahlen in [0,1)) "

n = A.length
lege Feld B[0...n — 1] von Listen an

for j =1 to ndo
| fiige AlJ] in Liste B | ein

fori=0ton—-1do
| sortiere Liste B/

| Aufgabe:

Fillen Sie die Felder mit Code,
'der BUCKETSORT umsetzt!

14 -



BUCKETSORT BUCKETSORT(Feld / von Zahlen in [0, 1))
A B n = A.length '

78l o - lege Feld B[0...n — 1] von Listen an

2 |.17 1| —T*.12] .17 E forj — 1 to n do E

3 (.39 2 | 23] .26 —+*.21 I :

N e | fiige A[j] in Liste B[|n- A[j]]] ein |

5 (.72 4 fori=0ton—1do f["ﬂ)ﬂ/‘]

5|94 | sortiere Liste B/ "

7 (.26 6| ——»{.68 :

sl12] 7 | 7 TF—{7 ~ hange B|0], ..., B|n — 1] aneinander

0|23 8 - kopiere das Ergebnis nach A[1... 7]

10 |.68 9 ».94

Korrektheit? 2 Falle:  m A[/] und A[j] in der gleichen Liste

Laufzeit?

B Al/| und A[j| in verschiedenen Listen

B erwartet, hangt von den zufalligen Zahlen in A ab
B hangt vom Sortieralgorithmus in Zeile 6 ab;
wir nehmen INSERTIONSORT: schnell auf kurzen Listen!

14 - 21



—————————————————————————————————————————————————————————————

iBUCKETSORT(FeId A von Zahlen in [0,1)) "

n = A.length
lege Feld B[0...n — 1] von Listen an
for j =1 to ndo

BUCKETSORT
A B

11.78 0

2 .17 1| — A2 ——1.17

5 1.39 > | 23 326

4 1.21 3| .39

51.72 4

6 .94 5

7 1.26 6 | — .68

5 |.12 ;| =72 3—[78

0 .23 8

10 |.68 9 94

Korrektheit? 2 Falle:

Laufzeit?

—{21 | Tiige A[j] in Liste B[[n- A[j]|] ein

for i=0ton—1do
| sortiere Liste B[/

hinge B|0], ..., B|n — 1| aneinander
kopiere das Ergebnis nach A[l...n|

B Ali] und A[j] in der gleichen Liste
B Al/| und A[j| in verschiedenen Listen

Tes(n) = ©(n)+ S0 Tis(m),

wobel

Tis(-) Laufzeit von INSERTIONSORT
n; Zufallsvariable fiir Lange der Liste B|/]

14 - 26



15- 22

Erwartete Laufzeit von BUCKETSORT

Tes(n) = ©(n) + X1y Tis(n) = O(n)+ X1y O(n?)
E[Tss(n)] = E[©(n) + Z;’:—Ol O(n?)] iLinearitéit des Erwartungswerts: E[X + Y] = E[X] + E[Y]
— O(n) + 3215 E[O(n?)] Fir a € R : E[aX] = a- E[X]|
= 0(n) + X1 O(E[r]) = ©(n)
[Behauptung: E[nf] < 2 —/%7

Beweis.  Definiere Indikator-Zufallsvariable X; := 1, falls A[/] in Eimer / fallt.
Som = XL EX]= P =1]= 1/n

2
= n,-2 — (ijl X]) — 27:1 ZZ:1 XXk

— ijl ij + Zj:l Zk;éj XjXk



Erwartete Laufzeit von BUCKETSORT

_ > = U0 n | 'Behauptung:

= E[nf] =, E[X7 1+ D kot ELXGXK]

Behandle die beiden Typen von Erwartungswerten getrennt:

E[)<j2] — 1. Pr[)(j2 — ]_] +0- Pr[)(j2 — O] @abhéngig von J|
=1-Pr[X; =1+ 0-Pr[X;=0] =1-+ +0==

unabhangig von j und k
EIXiX] = E[X]-E[Xd] =4 2= ]

n

[Fﬁrj # k sind X; und X, unabhéingig]

Fasse die Zwischenergebnisse zusammen:

E[n?] = Zf:l E[Xj2] + er":l Zk;éj E[ X Xi]
:n-%+n.(n_1).%:1+n_1: _l D

n

S

16 - 26



/usammenfassung

B Jedes vergleichsbasierte Sortierverfahren braucht im Worst-Case 2(nlog n) Vergleiche.

B COUNTINGSORT sortiert Zahlen in {0, ..., k}. (stabill)
Laufzeit fiir n Zahlen: O(n + k)

B RADIXSORT sortiert s-stellige b-adische Zahlen.
Laufzeit fiir n Zahlen: O(s - (n+ b))

B BUCKETSORT  sortiert gleichverteilte zufallige Zahlen.
Erwartete Laufzeit fiir n Zahlen: O(n)

Bemerkung. Die ldee mit den (gleichgroBen) Eimern ist natiirlich nicht nur auf
/Zufallszahlen beschrankt, aber hier lasst sie sich hiibsch analysieren.

17 -



Vergleich Sortieralgorithmen

18- 10

Bester Fall Erw. Fall Schl. Fall in-situ stabil
INSERTIONSORT o(n) o(n?) o(n*) \/ \/
SELECTIONSORT o(n?) o(n?) o(n*) \/ X
BUBBLESORT o(n) o(r) o(m) v |/
MERGESORT O(nlogn) | O(nlogn) | O(nlogn) X v
HEAPSORT O(nlogn) | O(nlogn) | &(nlogn) v | X
QUICKSORT ©(nlog n) ©(nlogn) o(n?) \/ X
COUNTINGSORT O(n + k) O(n + k) O(n + k) X /
RADIXSORT O(s- (n+1b))|O(s- (n+))| Os- (n+ b)) | X v
BUCKETSORT O(n) O(n)|me v | O(n) X v

gleichverteilt

wenn
verwendeter
Sortieralg. stabil
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