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”
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Abstrakter Datentyp:

verwaltet Elemente einer Menge M,
wobei jedes Element x ∈ M eine Priorität x .key hat.

Frage: Welche Laufzeit haben Schritt (1) und (2)?
Antwort: Kommt drauf an! Wie halten wir die Karten in der Hand?

Datenstruktur
Prioritätsschlange

Karten

Kartenwert



4 - 1

Prioritätsschlange

verwaltet Elemente einer Menge M,
wobei jedes Element x ∈ M eine Priorität x .key hat.

Operation Funktionalität

Abstrakter Datentyp: Prioritätsschlange



4 - 2

Prioritätsschlange

Insert(element x)

element FindMin()

element ExtractMin()

verwaltet Elemente einer Menge M,
wobei jedes Element x ∈ M eine Priorität x .key hat.

Operation Funktionalität

Abstrakter Datentyp: Prioritätsschlange



4 - 3

Prioritätsschlange

Insert(element x)

element FindMin()

element ExtractMin()

M = M ∪ {x}

verwaltet Elemente einer Menge M,
wobei jedes Element x ∈ M eine Priorität x .key hat.

Operation Funktionalität

Abstrakter Datentyp: Prioritätsschlange



4 - 4

Prioritätsschlange

Insert(element x)

element FindMin()

element ExtractMin()

M = M ∪ {x}

liefere x ∈ M mit: x .key = min{y .key | y ∈ M}

verwaltet Elemente einer Menge M,
wobei jedes Element x ∈ M eine Priorität x .key hat.

Operation Funktionalität

Abstrakter Datentyp: Prioritätsschlange



4 - 5

Prioritätsschlange

Insert(element x)
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element ExtractMin()

M = M ∪ {x}

liefere x ∈ M mit: x .key = min{y .key | y ∈ M}
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parent(index i) return ⌊i/2⌋

sehr schnelle Rechenoperationen!

Definition.
Ein Heap ist ein Feld, das
einem binären Baum entspricht,
bei dem

127 10

1

32

4 8 913



8 - 28

Min-Heaps

1 2 3 4 8 913 7 1012

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Pfeile implementieren:

left(index i) return 2i

right(index i) return 2i + 1

parent(index i) return ⌊i/2⌋

sehr schnelle Rechenoperationen!

Definition.
Ein Heap ist ein Feld, das
einem binären Baum entspricht,
bei dem

127 10

1

32

4 8 913



8 - 29

Min-Heaps

1 2 3 4 8 913 7 1012

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Pfeile implementieren:

left(index i) return 2i

right(index i) return 2i + 1

parent(index i) return ⌊i/2⌋

sehr schnelle Rechenoperationen!

Definition.
Ein Heap ist ein Feld, das
einem binären Baum entspricht,
bei dem
■ alle Ebenen außer der letz-

ten voll sind,

127 10

1

32

4 8 913



8 - 30

Min-Heaps

1 2 3 4 8 913 7 1012

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Pfeile implementieren:

left(index i) return 2i

right(index i) return 2i + 1

parent(index i) return ⌊i/2⌋

sehr schnelle Rechenoperationen!

Definition.
Ein Heap ist ein Feld, das
einem binären Baum entspricht,
bei dem
■ alle Ebenen außer der letz-

ten voll sind,

■ die letzte Ebene v.l.n.r.
gefüllt ist und 127 10

1

32

4 8 913



8 - 31

Min-Heaps

1 2 3 4 8 913 7 1012

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Pfeile implementieren:

left(index i) return 2i

right(index i) return 2i + 1

parent(index i) return ⌊i/2⌋

sehr schnelle Rechenoperationen!

Definition.
Ein Heap ist ein Feld, das
einem binären Baum entspricht,
bei dem
■ alle Ebenen außer der letz-

ten voll sind,

■ die letzte Ebene v.l.n.r.
gefüllt ist und

■ die Heap-Eigenschaft gilt.
127 10

1

32

4 8 913



8 - 32

Min-Heaps

1 2 3 4 8 913 7 1012

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Pfeile implementieren:

left(index i) return 2i

right(index i) return 2i + 1

parent(index i) return ⌊i/2⌋

sehr schnelle Rechenoperationen!

Definition.
Ein Heap ist ein Feld, das
einem binären Baum entspricht,
bei dem
■ alle Ebenen außer der letz-

ten voll sind,

■ die letzte Ebene v.l.n.r.
gefüllt ist und

■ die Heap-Eigenschaft gilt.

Ein Heap hat die

Min-Heap-Eigenschaft,

Definition.

127 10

1

32

4 8 913



8 - 33

Min-Heaps

1 2 3 4 8 913 7 1012

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Pfeile implementieren:

left(index i) return 2i

right(index i) return 2i + 1

parent(index i) return ⌊i/2⌋

sehr schnelle Rechenoperationen!

Definition.
Ein Heap ist ein Feld, das
einem binären Baum entspricht,
bei dem
■ alle Ebenen außer der letz-

ten voll sind,

■ die letzte Ebene v.l.n.r.
gefüllt ist und

■ die Heap-Eigenschaft gilt.

Ein Heap hat die

Min-Heap-Eigenschaft,

wenn für jeden Knoten i > 1
gilt: A[parent(i)] ≤ A[i ].

Definition.

127 10

1

32

4 8 913



8 - 34

Min-Heaps

1 2 3 4 8 913 7 1012

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Pfeile implementieren:

left(index i) return 2i

right(index i) return 2i + 1

parent(index i) return ⌊i/2⌋

sehr schnelle Rechenoperationen!

Definition.
Ein Heap ist ein Feld, das
einem binären Baum entspricht,
bei dem
■ alle Ebenen außer der letz-

ten voll sind,

■ die letzte Ebene v.l.n.r.
gefüllt ist und

■ die Heap-Eigenschaft gilt.

Ein Heap hat die

Min-Heap-Eigenschaft,

So ein Heap heißt Min-Heap.

wenn für jeden Knoten i > 1
gilt: A[parent(i)] ≤ A[i ].

Definition.

127 10

1

32

4 8 913



8 - 35

Min-Heaps

1 2 3 4 8 913 7 1012

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Pfeile implementieren:

left(index i) return 2i

right(index i) return 2i + 1

parent(index i) return ⌊i/2⌋

sehr schnelle Rechenoperationen!

Definition.
Ein Heap ist ein Feld, das
einem binären Baum entspricht,
bei dem
■ alle Ebenen außer der letz-

ten voll sind,

■ die letzte Ebene v.l.n.r.
gefüllt ist und

■ die Heap-Eigenschaft gilt.

Ein Heap hat die

Min-Heap-Eigenschaft,

So ein Heap heißt Min-Heap.

wenn für jeden Knoten i > 1
gilt: A[parent(i)] ≤ A[i ].

Definition.

127 10

1

32

4 8 913



8 - 36

Min-Heaps

1 2 3 4 8 913 7 1012

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Pfeile implementieren:

left(index i) return 2i

right(index i) return 2i + 1

parent(index i) return ⌊i/2⌋

sehr schnelle Rechenoperationen!

Definition.
Ein Heap ist ein Feld, das
einem binären Baum entspricht,
bei dem
■ alle Ebenen außer der letz-

ten voll sind,

■ die letzte Ebene v.l.n.r.
gefüllt ist und

■ die Heap-Eigenschaft gilt.

Ein Heap hat die

Min-Heap-Eigenschaft,

So ein Heap heißt Min-Heap.

wenn für jeden Knoten i > 1
gilt: A[parent(i)] ≤ A[i ].

Max

Max

≥

Definition.

127 10

1

32

4 8 913



9 - 1

Baustelle

1 237 841012 913



9 - 2

Baustelle

1 2 3 4 7 1013 12 891 237 841012 913



9 - 3

Baustelle

1 2 3 4 7 1013 12 891 237 841012 913

”
totales Chaos“ Min-Heap-Eigenschaft



9 - 4

Baustelle

1 2 3 4 7 1013 12 891 237 841012 913

”
totales Chaos“ Min-Heap-Eigenschaft

Aufgabe: Berechnen Sie in O(n log n) Zeit einen Min-Heap!



9 - 5

Baustelle

1 2 3 4 7 1013 12 891 237 841012 913

”
totales Chaos“ Min-Heap-Eigenschaft

Aufgabe: Berechnen Sie in O(n log n) Zeit einen Min-Heap!

aufsteigende Sortierung

1 2 3 4 7 98 10 1312



9 - 6

Baustelle

1 2 3 4 7 1013 12 891 237 841012 913

”
totales Chaos“ Min-Heap-Eigenschaft

Aufgabe: Berechnen Sie in O(n log n) Zeit einen Min-Heap!

aufsteigende Sortierung

1 2 3 4 7 98 10 1312

Nimm MergeSort!



9 - 7

Baustelle

1 2 3 4 7 1013 12 891 237 841012 913

”
totales Chaos“ Min-Heap-Eigenschaft

Aufgabe: Berechnen Sie in O(n log n) Zeit einen Min-Heap!

aufsteigende Sortierung

Fertig?

1 2 3 4 7 98 10 1312

Nimm MergeSort!



9 - 8

Baustelle

1 2 3 4 7 1013 12 891 237 841012 913

”
totales Chaos“ Min-Heap-Eigenschaft

Aufgabe: Berechnen Sie in O(n log n) Zeit einen Min-Heap!

aufsteigende Sortierung

Fertig? Nicht ganz: Heap-Eig. viel
schwächer als Sortierung.

1 2 3 4 7 98 10 1312

Nimm MergeSort!



9 - 9

Baustelle

1 2 3 4 7 1013 12 891 237 841012 913

”
totales Chaos“ Min-Heap-Eigenschaft

Aufgabe: Berechnen Sie in O(n log n) Zeit einen Min-Heap!

aufsteigende Sortierung

Fertig? Nicht ganz: Heap-Eig. viel
schwächer als Sortierung.

Hoffen: Schnellere Berechnung!

1 2 3 4 7 98 10 1312

Nimm MergeSort!



9 - 10

Baustelle

1 2 3 4 7 1013 12 891 237 841012 913

”
totales Chaos“ Min-Heap-Eigenschaft

Aufgabe: Berechnen Sie in O(n log n) Zeit einen Min-Heap!

aufsteigende Sortierung

Fertig? Nicht ganz: Heap-Eig. viel
schwächer als Sortierung.

Hoffen: Schnellere Berechnung!

Idee: Nutze Baumstruktur!

1 2 3 4 7 98 10 1312

Nimm MergeSort!



9 - 11

Baustelle

1 2 3 4 7 1013 12 891 237 841012 913

”
totales Chaos“ Min-Heap-Eigenschaft

Aufgabe: Berechnen Sie in O(n log n) Zeit einen Min-Heap!

aufsteigende Sortierung

Fertig? Nicht ganz: Heap-Eig. viel
schwächer als Sortierung.

Hoffen: Schnellere Berechnung!

Idee: Nutze Baumstruktur!

1 2 3 4 7 98 10 1312

Nimm MergeSort!

1 2

7

1012

4 8 313

9



9 - 12

Baustelle

1 2 3 4 7 1013 12 891 237 841012 913

”
totales Chaos“ Min-Heap-Eigenschaft

Aufgabe: Berechnen Sie in O(n log n) Zeit einen Min-Heap!

aufsteigende Sortierung

Fertig? Nicht ganz: Heap-Eig. viel
schwächer als Sortierung.

Hoffen: Schnellere Berechnung!

Idee: Nutze Baumstruktur!

Arbeite bottom-up:

Erst die Blätter...

1 2 3 4 7 98 10 1312

Nimm MergeSort!

1 2

7

1012

4 8 313

9



9 - 13

Baustelle

1 2 3 4 7 1013 12 891 237 841012 913

”
totales Chaos“ Min-Heap-Eigenschaft

Aufgabe: Berechnen Sie in O(n log n) Zeit einen Min-Heap!

aufsteigende Sortierung

Fertig? Nicht ganz: Heap-Eig. viel
schwächer als Sortierung.

Hoffen: Schnellere Berechnung!

Idee: Nutze Baumstruktur!

Arbeite bottom-up:

Erst die Blätter...

1 2 3 4 7 98 10 1312

Nimm MergeSort!

1 2

7

1012

4 8 313

9



9 - 14

Baustelle

1 2 3 4 7 1013 12 891 237 841012 913

”
totales Chaos“ Min-Heap-Eigenschaft

Aufgabe: Berechnen Sie in O(n log n) Zeit einen Min-Heap!

aufsteigende Sortierung

Fertig? Nicht ganz: Heap-Eig. viel
schwächer als Sortierung.

Hoffen: Schnellere Berechnung!

Idee: Nutze Baumstruktur!

Arbeite bottom-up:

Erst die Blätter...

1 2 3 4 7 98 10 1312

Nimm MergeSort!

1 2

7

1012

4 8 313

9



9 - 15

Baustelle

1 2 3 4 7 1013 12 891 237 841012 913

”
totales Chaos“ Min-Heap-Eigenschaft

Aufgabe: Berechnen Sie in O(n log n) Zeit einen Min-Heap!

aufsteigende Sortierung

Fertig? Nicht ganz: Heap-Eig. viel
schwächer als Sortierung.

Hoffen: Schnellere Berechnung!

Idee: Nutze Baumstruktur!

Arbeite bottom-up:

Erst die Blätter...

1 2 3 4 7 98 10 1312

Nimm MergeSort!

1 2

7

1012

4 8 3

vertauschen!

13

9



9 - 16

Baustelle

1 2 3 4 7 1013 12 891 237 841012 913

”
totales Chaos“ Min-Heap-Eigenschaft

Aufgabe: Berechnen Sie in O(n log n) Zeit einen Min-Heap!

aufsteigende Sortierung

Fertig? Nicht ganz: Heap-Eig. viel
schwächer als Sortierung.

Hoffen: Schnellere Berechnung!

Idee: Nutze Baumstruktur!

Arbeite bottom-up:

Erst die Blätter...

1 2 3 4 7 98 10 1312

Nimm MergeSort!

1 2

7

1012

4 8 3

vertauschen!

2 13

9 8



9 - 17

Baustelle

1 2 3 4 7 1013 12 891 237 841012 913

”
totales Chaos“ Min-Heap-Eigenschaft

Aufgabe: Berechnen Sie in O(n log n) Zeit einen Min-Heap!

aufsteigende Sortierung

Fertig? Nicht ganz: Heap-Eig. viel
schwächer als Sortierung.

Hoffen: Schnellere Berechnung!

Idee: Nutze Baumstruktur!

Arbeite bottom-up:

Erst die Blätter...

1 2 3 4 7 98 10 1312

Nimm MergeSort!

1 2

7

1012

4 8 32 13

9 8



9 - 18

Baustelle

1 2 3 4 7 1013 12 891 237 841012 913

”
totales Chaos“ Min-Heap-Eigenschaft

Aufgabe: Berechnen Sie in O(n log n) Zeit einen Min-Heap!

aufsteigende Sortierung

Fertig? Nicht ganz: Heap-Eig. viel
schwächer als Sortierung.

Hoffen: Schnellere Berechnung!

Idee: Nutze Baumstruktur!

Arbeite bottom-up:

Erst die Blätter...

1 2 3 4 7 98 10 1312

Nimm MergeSort!

1 2

7

1012

4 8 32 13

9 8



9 - 19

Baustelle

1 2 3 4 7 1013 12 891 237 841012 913

”
totales Chaos“ Min-Heap-Eigenschaft

Aufgabe: Berechnen Sie in O(n log n) Zeit einen Min-Heap!

aufsteigende Sortierung

Fertig? Nicht ganz: Heap-Eig. viel
schwächer als Sortierung.

Hoffen: Schnellere Berechnung!

Idee: Nutze Baumstruktur!

Arbeite bottom-up:

Erst die Blätter...

1 2 3 4 7 98 10 1312

Nimm MergeSort!

1 2

7

1012

4 8 321

4

13

9 8



9 - 20

Baustelle

1 2 3 4 7 1013 12 891 237 841012 913

”
totales Chaos“ Min-Heap-Eigenschaft

Aufgabe: Berechnen Sie in O(n log n) Zeit einen Min-Heap!

aufsteigende Sortierung

Fertig? Nicht ganz: Heap-Eig. viel
schwächer als Sortierung.

Hoffen: Schnellere Berechnung!

Idee: Nutze Baumstruktur!

Arbeite bottom-up:

Erst die Blätter...

1 2 3 4 7 98 10 1312

Nimm MergeSort!

1 2

7

1012

4 8 321

4

13

9 8



9 - 21

Baustelle

1 2 3 4 7 1013 12 891 237 841012 913

”
totales Chaos“ Min-Heap-Eigenschaft

Aufgabe: Berechnen Sie in O(n log n) Zeit einen Min-Heap!

aufsteigende Sortierung

Fertig? Nicht ganz: Heap-Eig. viel
schwächer als Sortierung.

Hoffen: Schnellere Berechnung!

Idee: Nutze Baumstruktur!

Arbeite bottom-up:

Erst die Blätter...

1 2 3 4 7 98 10 1312

Nimm MergeSort!

1 2

7

1012

4 8 321

4

13

9 8



9 - 22

Baustelle

1 2 3 4 7 1013 12 891 237 841012 913

”
totales Chaos“ Min-Heap-Eigenschaft

Aufgabe: Berechnen Sie in O(n log n) Zeit einen Min-Heap!

aufsteigende Sortierung

Fertig? Nicht ganz: Heap-Eig. viel
schwächer als Sortierung.

Hoffen: Schnellere Berechnung!

Idee: Nutze Baumstruktur!

Arbeite bottom-up:

Erst die Blätter...

1 2 3 4 7 98 10 1312

Nimm MergeSort!

1 2

7

1012

4 8 321

4

3

13 10

9 8



9 - 23

Baustelle

1 2 3 4 7 1013 12 891 237 841012 913

”
totales Chaos“ Min-Heap-Eigenschaft

Aufgabe: Berechnen Sie in O(n log n) Zeit einen Min-Heap!

aufsteigende Sortierung

Fertig? Nicht ganz: Heap-Eig. viel
schwächer als Sortierung.

Hoffen: Schnellere Berechnung!

Idee: Nutze Baumstruktur!

Arbeite bottom-up:

Erst die Blätter...

1 2 3 4 7 98 10 1312

Nimm MergeSort!

1 2

7

1012

4 8 321

4

3

13 10

9 8



9 - 24

Baustelle

1 2 3 4 7 1013 12 891 237 841012 913

”
totales Chaos“ Min-Heap-Eigenschaft

Aufgabe: Berechnen Sie in O(n log n) Zeit einen Min-Heap!

aufsteigende Sortierung

Fertig? Nicht ganz: Heap-Eig. viel
schwächer als Sortierung.

Hoffen: Schnellere Berechnung!

Idee: Nutze Baumstruktur!

Arbeite bottom-up:

Erst die Blätter...

1 2 3 4 7 98 10 1312

Nimm MergeSort!

1 2

7

1012

4 8 321

4

3

13 10

9 8



9 - 25

Baustelle

1 2 3 4 7 1013 12 891 237 841012 913

”
totales Chaos“ Min-Heap-Eigenschaft

Aufgabe: Berechnen Sie in O(n log n) Zeit einen Min-Heap!

aufsteigende Sortierung

Fertig? Nicht ganz: Heap-Eig. viel
schwächer als Sortierung.

Hoffen: Schnellere Berechnung!

Idee: Nutze Baumstruktur!

Arbeite bottom-up:

Erst die Blätter...

1 2 3 4 7 98 10 1312

Nimm MergeSort!

1 2

7

1012

4 8 321

4

1

12

3

13 10

9 8



9 - 26

Baustelle

1 2 3 4 7 1013 12 891 237 841012 913

”
totales Chaos“ Min-Heap-Eigenschaft

Aufgabe: Berechnen Sie in O(n log n) Zeit einen Min-Heap!

aufsteigende Sortierung

Fertig? Nicht ganz: Heap-Eig. viel
schwächer als Sortierung.

Hoffen: Schnellere Berechnung!

Idee: Nutze Baumstruktur!

Arbeite bottom-up:

Erst die Blätter...

1 2 3 4 7 98 10 1312

Nimm MergeSort!

1 2

7

1012

4 8 321

4

1

12

3

13 10

9 8



9 - 27

Baustelle

1 2 3 4 7 1013 12 891 237 841012 913

”
totales Chaos“ Min-Heap-Eigenschaft

Aufgabe: Berechnen Sie in O(n log n) Zeit einen Min-Heap!

aufsteigende Sortierung

Fertig? Nicht ganz: Heap-Eig. viel
schwächer als Sortierung.

Hoffen: Schnellere Berechnung!

Idee: Nutze Baumstruktur!

Arbeite bottom-up:

Erst die Blätter...

1 2 3 4 7 98 10 1312

Nimm MergeSort!

1 2

7

1012

4 8 321

4

1

12

3

13 10

9 8



9 - 28

Baustelle

1 2 3 4 7 1013 12 891 237 841012 913

”
totales Chaos“ Min-Heap-Eigenschaft

Aufgabe: Berechnen Sie in O(n log n) Zeit einen Min-Heap!

aufsteigende Sortierung

Fertig? Nicht ganz: Heap-Eig. viel
schwächer als Sortierung.

Hoffen: Schnellere Berechnung!

Idee: Nutze Baumstruktur!

Arbeite bottom-up:

Erst die Blätter...

1 2 3 4 7 98 10 1312

Nimm MergeSort!

1 2

7

1012

4 8 321

4

1

12

3

4 13 10

12 9 8



9 - 29

Baustelle

1 2 3 4 7 1013 12 891 237 841012 913

”
totales Chaos“ Min-Heap-Eigenschaft

Aufgabe: Berechnen Sie in O(n log n) Zeit einen Min-Heap!

aufsteigende Sortierung

Fertig? Nicht ganz: Heap-Eig. viel
schwächer als Sortierung.

Hoffen: Schnellere Berechnung!

Idee: Nutze Baumstruktur!

Arbeite bottom-up:

Erst die Blätter...

1 2 3 4 7 98 10 1312

Nimm MergeSort!

1 2

7

1012

4 8 321

4

1

12

3

4 13 10

12 9 8



9 - 30

Baustelle

1 2 3 4 7 1013 12 891 237 841012 913

”
totales Chaos“ Min-Heap-Eigenschaft

Aufgabe: Berechnen Sie in O(n log n) Zeit einen Min-Heap!

aufsteigende Sortierung

Fertig? Nicht ganz: Heap-Eig. viel
schwächer als Sortierung.

Hoffen: Schnellere Berechnung!

Idee: Nutze Baumstruktur!

Arbeite bottom-up:

Erst die Blätter...

1 2 3 4 7 98 10 1312

Nimm MergeSort!

1 2

7

1012

4 8 321

4

1

12

3

4 13 10

12 9 8



9 - 31

Baustelle

1 2 3 4 7 1013 12 891 237 841012 913

”
totales Chaos“ Min-Heap-Eigenschaft

Aufgabe: Berechnen Sie in O(n log n) Zeit einen Min-Heap!

aufsteigende Sortierung

Fertig? Nicht ganz: Heap-Eig. viel
schwächer als Sortierung.

Hoffen: Schnellere Berechnung!

Idee: Nutze Baumstruktur!

Arbeite bottom-up:

Erst die Blätter...

1 2 3 4 7 98 10 1312

Nimm MergeSort!

1 2

7

1012

4 8 321

4

1

12

7

1

3

4 13 10

12 9 8



9 - 32

Baustelle

1 2 3 4 7 1013 12 891 237 841012 913

”
totales Chaos“ Min-Heap-Eigenschaft

Aufgabe: Berechnen Sie in O(n log n) Zeit einen Min-Heap!

aufsteigende Sortierung

Fertig? Nicht ganz: Heap-Eig. viel
schwächer als Sortierung.

Hoffen: Schnellere Berechnung!

Idee: Nutze Baumstruktur!

Arbeite bottom-up:

Erst die Blätter...

1 2 3 4 7 98 10 1312

Nimm MergeSort!

1 2

7

1012

4 8 321

4

1

12

7

1

3

4 13 10

12 9 8



9 - 33

Baustelle

1 2 3 4 7 1013 12 891 237 841012 913

”
totales Chaos“ Min-Heap-Eigenschaft

Aufgabe: Berechnen Sie in O(n log n) Zeit einen Min-Heap!

aufsteigende Sortierung

Fertig? Nicht ganz: Heap-Eig. viel
schwächer als Sortierung.

Hoffen: Schnellere Berechnung!

Idee: Nutze Baumstruktur!

Arbeite bottom-up:

Erst die Blätter...

1 2 3 4 7 98 10 1312

Nimm MergeSort!

1 2

7

1012

4 8 321

4

1

12

7

1

3

4 13 10

12 9 8



9 - 34

Baustelle

1 2 3 4 7 1013 12 891 237 841012 913

”
totales Chaos“ Min-Heap-Eigenschaft

Aufgabe: Berechnen Sie in O(n log n) Zeit einen Min-Heap!

aufsteigende Sortierung

Fertig? Nicht ganz: Heap-Eig. viel
schwächer als Sortierung.

Hoffen: Schnellere Berechnung!

Idee: Nutze Baumstruktur!

Arbeite bottom-up:

Erst die Blätter...

1 2 3 4 7 98 10 1312

Nimm MergeSort!

1 2

7

1012

4 8 321

4

1

12

7

1

2 3

4 7 13 10

12 9 8



9 - 35

Baustelle

1 2 3 4 7 1013 12 891 237 841012 913

”
totales Chaos“ Min-Heap-Eigenschaft

Aufgabe: Berechnen Sie in O(n log n) Zeit einen Min-Heap!

aufsteigende Sortierung

Fertig? Nicht ganz: Heap-Eig. viel
schwächer als Sortierung.

Hoffen: Schnellere Berechnung!

Idee: Nutze Baumstruktur!

Arbeite bottom-up:

Erst die Blätter...

Fertig!

1 2 3 4 7 98 10 1312

Nimm MergeSort!

1 2

7

1012

4 8 321

4

1

12

7

1

2 3

4 7 13 10

12 9 8



9 - 36

Baustelle

1 2 3 4 7 1013 12 891 237 841012 913

”
totales Chaos“ Min-Heap-Eigenschaft

Aufgabe: Berechnen Sie in O(n log n) Zeit einen Min-Heap!

aufsteigende Sortierung

Fertig? Nicht ganz: Heap-Eig. viel
schwächer als Sortierung.

Hoffen: Schnellere Berechnung!

Idee: Nutze Baumstruktur!

Arbeite bottom-up:

– Ergebnis –

⇑

Erst die Blätter...

Fertig!

1 2 3 4 7 98 10 1312

Nimm MergeSort!

1 2

7

1012

4 8 321

4

1

12

7

1

2 3

4 7 13 10

12 9 8
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Baustelle

1 2 3 4 7 1013 12 891 237 841012 913

”
totales Chaos“ Min-Heap-Eigenschaft

Aufgabe: Berechnen Sie in O(n log n) Zeit einen Min-Heap!

aufsteigende Sortierung

Fertig? Nicht ganz: Heap-Eig. viel
schwächer als Sortierung.

Hoffen: Schnellere Berechnung!

Idee: Nutze Baumstruktur!

Arbeite bottom-up:

– Ergebnis –

⇑

Erst die Blätter...

Fertig!

1 2 3 4 7 98 10 1312

Nimm MergeSort!

1 2

7

1012

4 8 321

4

1

12

7

1

2 3

4 7 13 10

12 9 8
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Baustelle

1 2 3 4 7 1013 12 891 237 841012 913

”
totales Chaos“ Min-Heap-Eigenschaft

Aufgabe: Berechnen Sie in O(n log n) Zeit einen Min-Heap!

aufsteigende Sortierung

Fertig? Nicht ganz: Heap-Eig. viel
schwächer als Sortierung.

Hoffen: Schnellere Berechnung!

Idee: Nutze Baumstruktur!

Arbeite bottom-up:

– Ergebnis –

⇑

Erst die Blätter...

Fertig!

1 2 3 4 7 98 10 1312

Nimm MergeSort! 1 2 3 4 7 1013 12 89

1 2

7

1012

4 8 321

4

1

12

7

1

2 3

4 7 13 10

12 9 8



9 - 39

Baustelle

1 2 3 4 7 1013 12 891 237 841012 913

”
totales Chaos“ Min-Heap-Eigenschaft

Aufgabe: Berechnen Sie in O(n log n) Zeit einen Min-Heap!

aufsteigende Sortierung

Fertig? Nicht ganz: Heap-Eig. viel
schwächer als Sortierung.

Hoffen: Schnellere Berechnung!

Idee: Nutze Baumstruktur!

Arbeite bottom-up:

– Ergebnis –

⇑

Erst die Blätter...

Fertig!

1 2 3 4 7 98 10 1312

Nimm MergeSort! 1 2 3 4 7 1013 12 89

1 2

7

1012

4 8 321

4

1

12

7

1

2 3

4 7 13 10

12 9 8

https://algo.uni-trier.de/videos/buildminheap.mp4
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Elementaroperation

”
Versickere“ x , falls x zu groß

y

x

z

Heap Heap



10 - 2

Elementaroperation

”
Versickere“ x , falls x zu groß, d.h. falls x > min(y , z)

y

x

z

Heap Heap



10 - 3

Elementaroperation

”
Versickere“ x , falls x zu groß, d.h. falls x > min(y , z)

y ≤ z

y

x

z

Heap Heap
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Elementaroperation

”
Versickere“ x , falls x zu groß

y

x

, d.h. falls x > min(y , z)

y ≤ z

z y

x

z

Heap HeapHeap



10 - 5

Elementaroperation

”
Versickere“ x , falls x zu groß

y

x

, d.h. falls x > min(y , z)

y ≤ z z < y

z y

x

z

Heap HeapHeap
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Elementaroperation

”
Versickere“ x , falls x zu groß

y

x y

z

, d.h. falls x > min(y , z)

y ≤ z z < y

xz

Heap

y

x

z

Heap HeapHeap
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Elementaroperation

”
Versickere“ x , falls x zu groß

y

x y

z

, d.h. falls x > min(y , z)

y ≤ z z < y

xz

Heap

y

x

z

Heap HeapHeap

MinHeapify(int[ ] A, index i)
ℓ = left(i); r = right(i)
min = i
if ℓ ≤ A.heap-size and A[ℓ] < A[i ] then

min = ℓ

if r ≤ A.heap-size and A[r ] < A[min ] then
min = r

if min ̸= i then
A[i ] ↔ A[min ]
MinHeapify(A,min)
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Elementaroperation

”
Versickere“ x , falls x zu groß

y

x y

z

, d.h. falls x > min(y , z)

y ≤ z z < y

xz

Heap

y

x

z

Heap HeapHeap

MinHeapify(int[ ] A, index i)
ℓ = left(i); r = right(i)
min = i
if ℓ ≤ A.heap-size and A[ℓ] < A[i ] then

min = ℓ

if r ≤ A.heap-size and A[r ] < A[min ] then
min = r

if min ̸= i then
A[i ] ↔ A[min ]
MinHeapify(A,min)
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Elementaroperation

”
Versickere“ x , falls x zu groß

y

x y

z

, d.h. falls x > min(y , z)

y ≤ z z < y

xz

Heap

y

x

z

Heap HeapHeap

MinHeapify(int[ ] A, index i)
ℓ = left(i); r = right(i)
min = i
if ℓ ≤ A.heap-size and A[ℓ] < A[i ] then

min = ℓ

if r ≤ A.heap-size and A[r ] < A[min ] then
min = r

if min ̸= i then
A[i ] ↔ A[min ]
MinHeapify(A,min)
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Elementaroperation

”
Versickere“ x , falls x zu groß

y

x y

z

, d.h. falls x > min(y , z)

y ≤ z z < y

xz

Heap

y

x

z

Heap HeapHeap

MinHeapify(int[ ] A, index i)
ℓ = left(i); r = right(i)
min = i
if ℓ ≤ A.heap-size and A[ℓ] < A[i ] then

min = ℓ

if r ≤ A.heap-size and A[r ] < A[min ] then
min = r

if min ̸= i then
A[i ] ↔ A[min ]
MinHeapify(A,min)
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Elementaroperation

”
Versickere“ x , falls x zu groß

y

x y

z

, d.h. falls x > min(y , z)

y ≤ z z < y

xz

Heap

y

x

z

Heap HeapHeap

MinHeapify(int[ ] A, index i)
ℓ = left(i); r = right(i)
min = i
if ℓ ≤ A.heap-size and A[ℓ] < A[i ] then

min = ℓ

if r ≤ A.heap-size and A[r ] < A[min ] then
min = r

if min ̸= i then
A[i ] ↔ A[min ]
MinHeapify(A,min)
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Elementaroperation

”
Versickere“ x , falls x zu groß

y

x y

z

, d.h. falls x > min(y , z)

y ≤ z z < y

xz

Heap

y

x

z

Heap HeapHeap

MinHeapify(int[ ] A, index i)
ℓ = left(i); r = right(i)
min = i
if ℓ ≤ A.heap-size and A[ℓ] < A[i ] then

min = ℓ

if r ≤ A.heap-size and A[r ] < A[min ] then
min = r

if min ̸= i then
A[i ] ↔ A[min ]
MinHeapify(A,min)
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Elementaroperation

”
Versickere“ x , falls x zu groß

y

x y

z

, d.h. falls x > min(y , z)

y ≤ z z < y

xz

Heap

y

x

z

Heap HeapHeap

MinHeapify(int[ ] A, index i)
ℓ = left(i); r = right(i)
min = i
if ℓ ≤ A.heap-size and A[ℓ] < A[i ] then

min = ℓ

if r ≤ A.heap-size and A[r ] < A[min ] then
min = r

if min ̸= i then
A[i ] ↔ A[min ]
MinHeapify(A,min)
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Elementaroperation

”
Versickere“ x , falls x zu groß

y

x y

z

, d.h. falls x > min(y , z)

y ≤ z z < y

xz

Heap

y

x

z

Heap HeapHeap

MinHeapify(int[ ] A, index i)
ℓ = left(i); r = right(i)
min = i
if ℓ ≤ A.heap-size and A[ℓ] < A[i ] then

min = ℓ

if r ≤ A.heap-size and A[r ] < A[min ] then
min = r

if min ̸= i then
A[i ] ↔ A[min ]
MinHeapify(A,min)

Tausche A[i ] und A[min ]:
temp = A[i ]
A[i ] = A[min ]
A[min ] = temp
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Elementaroperation

”
Versickere“ x , falls x zu groß

y

x y

z

, d.h. falls x > min(y , z)

y ≤ z z < y

xz

Heap

y

x

z

Heap HeapHeap

MinHeapify(int[ ] A, index i)
ℓ = left(i); r = right(i)
min = i
if ℓ ≤ A.heap-size and A[ℓ] < A[i ] then

min = ℓ

if r ≤ A.heap-size and A[r ] < A[min ] then
min = r

if min ̸= i then
A[i ] ↔ A[min ]
MinHeapify(A,min)
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Elementaroperation

”
Versickere“ x , falls x zu groß

y

x y

z

, d.h. falls x > min(y , z)

y ≤ z z < y

xz

Heap

Lokale Strategie:

y

x

z

Heap HeapHeap

MinHeapify(int[ ] A, index i)
ℓ = left(i); r = right(i)
min = i
if ℓ ≤ A.heap-size and A[ℓ] < A[i ] then

min = ℓ

if r ≤ A.heap-size and A[r ] < A[min ] then
min = r

if min ̸= i then
A[i ] ↔ A[min ]
MinHeapify(A,min)

top-down
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Elementaroperation

”
Versickere“ x , falls x zu groß

y

x y

z

, d.h. falls x > min(y , z)

y ≤ z z < y

xz

Heap

Lokale Strategie:

y

x

z

Heap HeapHeap

MinHeapify(int[ ] A, index i)
ℓ = left(i); r = right(i)
min = i
if ℓ ≤ A.heap-size and A[ℓ] < A[i ] then

min = ℓ

if r ≤ A.heap-size and A[r ] < A[min ] then
min = r

if min ̸= i then
A[i ] ↔ A[min ]
MinHeapify(A,min)

Laufzeit?

top-down



10 - 18

Elementaroperation

”
Versickere“ x , falls x zu groß

y

x y

z

, d.h. falls x > min(y , z)

y ≤ z z < y

xz

Heap

Lokale Strategie:

y

x

z

Heap HeapHeap

MinHeapify(int[ ] A, index i)
ℓ = left(i); r = right(i)
min = i
if ℓ ≤ A.heap-size and A[ℓ] < A[i ] then

min = ℓ

if r ≤ A.heap-size and A[r ] < A[min ] then
min = r

if min ̸= i then
A[i ] ↔ A[min ]
MinHeapify(A,min)

Laufzeit?

top-down

TMH(n, i)
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Elementaroperation

”
Versickere“ x , falls x zu groß

y

x y

z

, d.h. falls x > min(y , z)

y ≤ z z < y

xz

Heap

Lokale Strategie:

y

x

z

Heap HeapHeap

MinHeapify(int[ ] A, index i)
ℓ = left(i); r = right(i)
min = i
if ℓ ≤ A.heap-size and A[ℓ] < A[i ] then

min = ℓ

if r ≤ A.heap-size and A[r ] < A[min ] then
min = r

if min ̸= i then
A[i ] ↔ A[min ]
MinHeapify(A,min)

Laufzeit?

top-down

TMH(n, i)

:= Anzahl der Tauschoperationen
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Elementaroperation

”
Versickere“ x , falls x zu groß

y

x y

z

, d.h. falls x > min(y , z)

y ≤ z z < y

xz

Heap

Lokale Strategie:

y

x

z

Heap HeapHeap

MinHeapify(int[ ] A, index i)
ℓ = left(i); r = right(i)
min = i
if ℓ ≤ A.heap-size and A[ℓ] < A[i ] then

min = ℓ

if r ≤ A.heap-size and A[r ] < A[min ] then
min = r

if min ̸= i then
A[i ] ↔ A[min ]
MinHeapify(A,min)

Laufzeit?

top-down

TMH(n, i)

:= Anzahl der Tauschoperationen

≤ Länge des Weges von
Knoten i zu einem Blatt
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Elementaroperation

”
Versickere“ x , falls x zu groß

y

x y

z

, d.h. falls x > min(y , z)

y ≤ z z < y

xz

Heap

Lokale Strategie:

y

x

z

Heap HeapHeap

MinHeapify(int[ ] A, index i)
ℓ = left(i); r = right(i)
min = i
if ℓ ≤ A.heap-size and A[ℓ] < A[i ] then

min = ℓ

if r ≤ A.heap-size and A[r ] < A[min ] then
min = r

if min ̸= i then
A[i ] ↔ A[min ]
MinHeapify(A,min)

Laufzeit?

top-down

TMH(n, i)

:= Anzahl der Tauschoperationen

≤ Länge des Weges von
Knoten i zu einem Blatt

≤ Höhe von i im Heap
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Elementaroperation

”
Versickere“ x , falls x zu groß

y

x y

z

, d.h. falls x > min(y , z)

y ≤ z z < y

xz

Heap

Lokale Strategie:

y

x

z

Heap HeapHeap

MinHeapify(int[ ] A, index i)
ℓ = left(i); r = right(i)
min = i
if ℓ ≤ A.heap-size and A[ℓ] < A[i ] then

min = ℓ

if r ≤ A.heap-size and A[r ] < A[min ] then
min = r

if min ̸= i then
A[i ] ↔ A[min ]
MinHeapify(A,min)

Laufzeit?

top-down

TMH(n, i)

:= Anzahl der Tauschoperationen

≤ Länge des Weges von
Knoten i zu einem Blatt

≤ Höhe von i im Heap

≤ Höhe des Heaps
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Elementaroperation

”
Versickere“ x , falls x zu groß

y

x y

z

, d.h. falls x > min(y , z)

y ≤ z z < y

xz

Heap

Lokale Strategie:

y

x

z

Heap HeapHeap

MinHeapify(int[ ] A, index i)
ℓ = left(i); r = right(i)
min = i
if ℓ ≤ A.heap-size and A[ℓ] < A[i ] then

min = ℓ

if r ≤ A.heap-size and A[r ] < A[min ] then
min = r

if min ̸= i then
A[i ] ↔ A[min ]
MinHeapify(A,min)

Laufzeit?

top-down

TMH(n, i)

:= Anzahl der Tauschoperationen

≤ Länge des Weges von
Knoten i zu einem Blatt

≤ Höhe von i im Heap

≤ Höhe des Heaps

≤ ⌊log2 n⌋
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Elementaroperation

”
Versickere“ x , falls x zu groß

y

x y

z

, d.h. falls x > min(y , z)

y ≤ z z < y

xz

Heap

Lokale Strategie:

y

x

z

Heap HeapHeap

MinHeapify(int[ ] A, index i)
ℓ = left(i); r = right(i)
min = i
if ℓ ≤ A.heap-size and A[ℓ] < A[i ] then

min = ℓ

if r ≤ A.heap-size and A[r ] < A[min ] then
min = r

if min ̸= i then
A[i ] ↔ A[min ]
MinHeapify(A,min)

Laufzeit?

top-down

TMH(n, i)

:= Anzahl der Tauschoperationen

≤ Länge des Weges von
Knoten i zu einem Blatt

≤ Höhe von i im Heap

≤ Höhe des Heaps

≤ ⌊log2 n⌋
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Elementaroperation

”
Versickere“ x , falls x zu groß

y

x y

z

, d.h. falls x > min(y , z)

y ≤ z z < y

xz

Heap

Lokale Strategie:

y

x

z

Heap HeapHeap

MinHeapify(int[ ] A, index i)
ℓ = left(i); r = right(i)
min = i
if ℓ ≤ A.heap-size and A[ℓ] < A[i ] then

min = ℓ

if r ≤ A.heap-size and A[r ] < A[min ] then
min = r

if min ̸= i then
A[i ] ↔ A[min ]
MinHeapify(A,min)

Laufzeit?

top-down

TMH(n, i)

:= Anzahl der Tauschoperationen

≤ Länge des Weges von
Knoten i zu einem Blatt

≤ Höhe von i im Heap

≤ Höhe des Heaps

≤ ⌊log2 n⌋
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Elementaroperation

”
Versickere“ x , falls x zu groß

y

x y

z

, d.h. falls x > min(y , z)

y ≤ z z < y

xz

Heap

Lokale Strategie:

y

x

z

Heap HeapHeap

MinHeapify(int[ ] A, index i)
ℓ = left(i); r = right(i)
min = i
if ℓ ≤ A.heap-size and A[ℓ] < A[i ] then

min = ℓ

if r ≤ A.heap-size and A[r ] < A[min ] then
min = r

if min ̸= i then
A[i ] ↔ A[min ]
MinHeapify(A,min)

Laufzeit?

top-down

TMH(n, i)

:= Anzahl der Tauschoperationen

≤ Länge des Weges von
Knoten i zu einem Blatt

≤ Höhe von i im Heap

≤ Höhe des Heaps

≤ ⌊log2 n⌋
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Elementaroperation

”
Versickere“ x , falls x zu groß

y

x y

z

, d.h. falls x > min(y , z)

y ≤ z z < y

xz

Heap

Lokale Strategie:

y

x

z

Heap HeapHeap

MinHeapify(int[ ] A, index i)
ℓ = left(i); r = right(i)
min = i
if ℓ ≤ A.heap-size and A[ℓ] < A[i ] then

min = ℓ

if r ≤ A.heap-size and A[r ] < A[min ] then
min = r

if min ̸= i then
A[i ] ↔ A[min ]
MinHeapify(A,min)

Laufzeit?

top-down

TMH(n, i)

:= Anzahl der Tauschoperationen

≤ Länge des Weges von
Knoten i zu einem Blatt

≤ Höhe von i im Heap

≤ Höhe des Heaps

≤ ⌊log2 n⌋
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Das große Ganze

Lokale Strategie:

Laufzeit:

top-down

TMH(n, i) ≤ Höhe von Knoten i im Heap der Größe n
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Das große Ganze

1 2

7

1012

4 8 321

4

1

12

7

1

2 3

4 7 13 10

12 9 8

Globale Strategie: bottom-up

Lokale Strategie:

Laufzeit:

top-down

TMH(n, i) ≤ Höhe von Knoten i im Heap der Größe n
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Das große Ganze

1 2

7

1012

4 8 321

4

1

12

7

1

2 3

4 7 13 10

12 9 8

Globale Strategie: bottom-up

Lokale Strategie:

Laufzeit:

top-down

TMH(n, i) ≤ Höhe von Knoten i im Heap der Größe n

BuildMinHeap(int[ ] A)
A.heap-size = A.length
for i = ⌊A.length/2⌋ downto 1 do
MinHeapify(A, i)
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Das große Ganze

1 2

7

1012

4 8 321

4

1

12

7

1

2 3

4 7 13 10

12 9 8

Globale Strategie: bottom-up

Lokale Strategie:

Laufzeit:

top-down

TMH(n, i) ≤ Höhe von Knoten i im Heap der Größe n

BuildMinHeap(int[ ] A)
A.heap-size = A.length
for i = ⌊A.length/2⌋ downto 1 do
MinHeapify(A, i)

Laufzeit.
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Das große Ganze

1 2

7

1012

4 8 321

4

1

12

7

1

2 3

4 7 13 10

12 9 8

Globale Strategie: bottom-up

Lokale Strategie:

Laufzeit:

top-down

TMH(n, i) ≤ Höhe von Knoten i im Heap der Größe n

BuildMinHeap(int[ ] A)
A.heap-size = A.length
for i = ⌊A.length/2⌋ downto 1 do
MinHeapify(A, i)

Laufzeit. grob: O(n log n)
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Das große Ganze

1 2

7

1012

4 8 321

4

1

12

7

1

2 3

4 7 13 10

12 9 8

Globale Strategie: bottom-up

Lokale Strategie:

Laufzeit:

top-down

TMH(n, i) ≤ Höhe von Knoten i im Heap der Größe n

BuildMinHeap(int[ ] A)
A.heap-size = A.length
for i = ⌊A.length/2⌋ downto 1 do
MinHeapify(A, i)

Laufzeit.
genauer: TBMH(n) =

grob: O(n log n)
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Das große Ganze

1 2

7

1012

4 8 321

4

1

12

7

1

2 3

4 7 13 10

12 9 8

Globale Strategie: bottom-up

Lokale Strategie:

Laufzeit:

top-down

TMH(n, i) ≤ Höhe von Knoten i im Heap der Größe n

BuildMinHeap(int[ ] A)
A.heap-size = A.length
for i = ⌊A.length/2⌋ downto 1 do
MinHeapify(A, i)

Laufzeit.

= ∑
⌊n/2⌋
i=1 TMH(n, i)

genauer: TBMH(n) =
grob: O(n log n)
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Das große Ganze

1 2

7

1012

4 8 321

4

1

12

7

1

2 3

4 7 13 10

12 9 8

Globale Strategie: bottom-up

Lokale Strategie:

Laufzeit:

top-down

TMH(n, i) ≤ Höhe von Knoten i im Heap der Größe n

BuildMinHeap(int[ ] A)
A.heap-size = A.length
for i = ⌊A.length/2⌋ downto 1 do
MinHeapify(A, i)

Laufzeit.

= ∑
⌊n/2⌋
i=1 TMH(n, i)

genauer: TBMH(n) =
grob: O(n log n)

≈
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Das große Ganze

1 2

7

1012

4 8 321

4

1

12

7

1

2 3

4 7 13 10

12 9 8

Globale Strategie: bottom-up

Lokale Strategie:

Laufzeit:

top-down

TMH(n, i) ≤ Höhe von Knoten i im Heap der Größe n

BuildMinHeap(int[ ] A)
A.heap-size = A.length
for i = ⌊A.length/2⌋ downto 1 do
MinHeapify(A, i)

Laufzeit.

= ∑
⌊n/2⌋
i=1 TMH(n, i)

genauer: TBMH(n) =
grob: O(n log n)

n
2 · 0+≈
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Das große Ganze

1 2

7

1012
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Laufzeit:
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Globale Strategie: bottom-up

Lokale Strategie:

Laufzeit:

top-down

TMH(n, i) ≤ Höhe von Knoten i im Heap der Größe n
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A.heap-size = A.length
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Globale Strategie: bottom-up

Lokale Strategie:

Laufzeit:

top-down

TMH(n, i) ≤ Höhe von Knoten i im Heap der Größe n
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Übung Heap-Aufbau

MinHeapify(int[ ] A, index i)
ℓ = left(i); r = right(i)
min = i
if ℓ ≤ A.heap-size and A[ℓ] < A[i ] then

min = ℓ

if r ≤ A.heap-size and A[r ] < A[min ] then
min = r

if min ̸= i then
A[i ] ↔ A[min ]
MinHeapify(A,min)

BuildMinHeap(int[ ] A)
A.heap-size = A.length
for i = ⌊A.length/2⌋ downto 1 do
MinHeapify(A, i)

2 583491 6710

Aufgabe. Bauen Sie einen Heap mit BuildMinHeap!
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Übung Heap-Aufbau

MinHeapify(int[ ] A, index i)
ℓ = left(i); r = right(i)
min = i
if ℓ ≤ A.heap-size and A[ℓ] < A[i ] then

min = ℓ

if r ≤ A.heap-size and A[r ] < A[min ] then
min = r

if min ̸= i then
A[i ] ↔ A[min ]
MinHeapify(A,min)

BuildMinHeap(int[ ] A)
A.heap-size = A.length
for i = ⌊A.length/2⌋ downto 1 do
MinHeapify(A, i)

2 583491 6710 10 583472 691

Aufgabe. Bauen Sie einen Heap mit BuildMinHeap!
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Zurück zu Prioritätsschlangen

verwaltet Elemente einer Menge M,
wobei jedes Element x ∈ M eine Priorität x .key hat.

Abstrakter Datentyp: Prioritätsschlange
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Zurück zu Prioritätsschlangen

FindMin()

verwaltet Elemente einer Menge M,
wobei jedes Element x ∈ M eine Priorität x .key hat.

Abstrakter Datentyp: Prioritätsschlange
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Zurück zu Prioritätsschlangen

FindMin()

return A[1]

verwaltet Elemente einer Menge M,
wobei jedes Element x ∈ M eine Priorität x .key hat.

Abstrakter Datentyp: Prioritätsschlange
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Zurück zu Prioritätsschlangen

FindMin()

ExtractMin()

return A[1]

verwaltet Elemente einer Menge M,
wobei jedes Element x ∈ M eine Priorität x .key hat.

Abstrakter Datentyp: Prioritätsschlange
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Zurück zu Prioritätsschlangen

FindMin()

ExtractMin()

return A[1]

if A.heap-size < 1 then
error

”
Heap underflow“

verwaltet Elemente einer Menge M,
wobei jedes Element x ∈ M eine Priorität x .key hat.

Abstrakter Datentyp: Prioritätsschlange
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Zurück zu Prioritätsschlangen

FindMin()

ExtractMin()

return A[1]

if A.heap-size < 1 then
error

”
Heap underflow“

min = A[1]

verwaltet Elemente einer Menge M,
wobei jedes Element x ∈ M eine Priorität x .key hat.

Abstrakter Datentyp: Prioritätsschlange
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Zurück zu Prioritätsschlangen

FindMin()

ExtractMin()

return A[1]

if A.heap-size < 1 then
error

”
Heap underflow“

min = A[1]

A[1] = A[A.heap-size ]

verwaltet Elemente einer Menge M,
wobei jedes Element x ∈ M eine Priorität x .key hat.

Abstrakter Datentyp: Prioritätsschlange
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Zurück zu Prioritätsschlangen

FindMin()

ExtractMin()

return A[1]

if A.heap-size < 1 then
error

”
Heap underflow“

min = A[1]

A.heap-size−−
A[1] = A[A.heap-size ]

verwaltet Elemente einer Menge M,
wobei jedes Element x ∈ M eine Priorität x .key hat.

Abstrakter Datentyp: Prioritätsschlange
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Zurück zu Prioritätsschlangen

FindMin()

ExtractMin()

return A[1]

if A.heap-size < 1 then
error

”
Heap underflow“

min = A[1]

A.heap-size−−
A[1] = A[A.heap-size ]

MinHeapify(A, 1)

verwaltet Elemente einer Menge M,
wobei jedes Element x ∈ M eine Priorität x .key hat.

Abstrakter Datentyp: Prioritätsschlange
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Zurück zu Prioritätsschlangen

FindMin()

ExtractMin()

return A[1]

if A.heap-size < 1 then
error

”
Heap underflow“

min = A[1]

A.heap-size−−
A[1] = A[A.heap-size ]

MinHeapify(A, 1)

return min

verwaltet Elemente einer Menge M,
wobei jedes Element x ∈ M eine Priorität x .key hat.

Abstrakter Datentyp: Prioritätsschlange
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Zurück zu Prioritätsschlangen

FindMin()

ExtractMin()

DecreaseKey(index i , prio. p)

return A[1]

if A.heap-size < 1 then
error

”
Heap underflow“

min = A[1]

A.heap-size−−
A[1] = A[A.heap-size ]

MinHeapify(A, 1)

return min

verwaltet Elemente einer Menge M,
wobei jedes Element x ∈ M eine Priorität x .key hat.

Abstrakter Datentyp: Prioritätsschlange
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Zurück zu Prioritätsschlangen

FindMin()

ExtractMin()

DecreaseKey(index i , prio. p)

return A[1]

if A.heap-size < 1 then
error

”
Heap underflow“

min = A[1]

A.heap-size−−
A[1] = A[A.heap-size ]

MinHeapify(A, 1)

return min

if p > A[i ] then error
”
prio. too large“

verwaltet Elemente einer Menge M,
wobei jedes Element x ∈ M eine Priorität x .key hat.

Abstrakter Datentyp: Prioritätsschlange
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Zurück zu Prioritätsschlangen

FindMin()

ExtractMin()

DecreaseKey(index i , prio. p)

return A[1]

if A.heap-size < 1 then
error

”
Heap underflow“

min = A[1]

A.heap-size−−
A[1] = A[A.heap-size ]

MinHeapify(A, 1)

return min

if p > A[i ] then error
”
prio. too large“

A[i ] = p

verwaltet Elemente einer Menge M,
wobei jedes Element x ∈ M eine Priorität x .key hat.

Abstrakter Datentyp: Prioritätsschlange
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Zurück zu Prioritätsschlangen

FindMin()

ExtractMin()

DecreaseKey(index i , prio. p)

return A[1]

if A.heap-size < 1 then
error

”
Heap underflow“

min = A[1]

A.heap-size−−
A[1] = A[A.heap-size ]

MinHeapify(A, 1)

return min

if p > A[i ] then error
”
prio. too large“

A[i ] = p

while i > 1 and A[parent(i)] > A[i ]

verwaltet Elemente einer Menge M,
wobei jedes Element x ∈ M eine Priorität x .key hat.

Abstrakter Datentyp: Prioritätsschlange
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Zurück zu Prioritätsschlangen

FindMin()

ExtractMin()

DecreaseKey(index i , prio. p)

return A[1]

if A.heap-size < 1 then
error

”
Heap underflow“

min = A[1]

A.heap-size−−
A[1] = A[A.heap-size ]

MinHeapify(A, 1)

return min

if p > A[i ] then error
”
prio. too large“

A[i ] = p

while i > 1 and A[parent(i)] > A[i ]

A[i ] ↔ A[parent(i)]

verwaltet Elemente einer Menge M,
wobei jedes Element x ∈ M eine Priorität x .key hat.

Abstrakter Datentyp: Prioritätsschlange
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Zurück zu Prioritätsschlangen

FindMin()

ExtractMin()

DecreaseKey(index i , prio. p)

return A[1]

if A.heap-size < 1 then
error

”
Heap underflow“

min = A[1]

A.heap-size−−
A[1] = A[A.heap-size ]

MinHeapify(A, 1)

return min

if p > A[i ] then error
”
prio. too large“

A[i ] = p

while i > 1 and A[parent(i)] > A[i ]

A[i ] ↔ A[parent(i)]

i = parent(i)

verwaltet Elemente einer Menge M,
wobei jedes Element x ∈ M eine Priorität x .key hat.

Abstrakter Datentyp: Prioritätsschlange
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Zurück zu Prioritätsschlangen

Insert(priorität p)

FindMin()

ExtractMin()

DecreaseKey(index i , prio. p)

return A[1]

if A.heap-size < 1 then
error

”
Heap underflow“

min = A[1]

A.heap-size−−
A[1] = A[A.heap-size ]

MinHeapify(A, 1)

return min

if p > A[i ] then error
”
prio. too large“

A[i ] = p

while i > 1 and A[parent(i)] > A[i ]

A[i ] ↔ A[parent(i)]

i = parent(i)

A.heap-size++

verwaltet Elemente einer Menge M,
wobei jedes Element x ∈ M eine Priorität x .key hat.

Abstrakter Datentyp: Prioritätsschlange
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Zurück zu Prioritätsschlangen

Insert(priorität p)

FindMin()

ExtractMin()

DecreaseKey(index i , prio. p)

return A[1]

if A.heap-size < 1 then
error

”
Heap underflow“

min = A[1]

A.heap-size−−
A[1] = A[A.heap-size ]

MinHeapify(A, 1)

return min

if A.heap-size > A.length then error. . .

if p > A[i ] then error
”
prio. too large“

A[i ] = p

while i > 1 and A[parent(i)] > A[i ]

A[i ] ↔ A[parent(i)]

i = parent(i)

A.heap-size++

verwaltet Elemente einer Menge M,
wobei jedes Element x ∈ M eine Priorität x .key hat.

Abstrakter Datentyp: Prioritätsschlange
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Zurück zu Prioritätsschlangen

Insert(priorität p)

FindMin()

ExtractMin()

DecreaseKey(index i , prio. p)

return A[1]

if A.heap-size < 1 then
error

”
Heap underflow“

min = A[1]

A.heap-size−−
A[1] = A[A.heap-size ]

MinHeapify(A, 1)

return min

if A.heap-size > A.length then error. . .

A[A.heap-size ] = ∞

if p > A[i ] then error
”
prio. too large“

A[i ] = p

while i > 1 and A[parent(i)] > A[i ]

A[i ] ↔ A[parent(i)]

i = parent(i)

A.heap-size++

verwaltet Elemente einer Menge M,
wobei jedes Element x ∈ M eine Priorität x .key hat.

Abstrakter Datentyp: Prioritätsschlange
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Zurück zu Prioritätsschlangen

Insert(priorität p)

FindMin()

ExtractMin()

DecreaseKey(index i , prio. p)

return A[1]

if A.heap-size < 1 then
error

”
Heap underflow“

min = A[1]

A.heap-size−−
A[1] = A[A.heap-size ]

MinHeapify(A, 1)

return min

if A.heap-size > A.length then error. . .

A[A.heap-size ] = ∞
DecreaseKey(A.heap-size, p)

if p > A[i ] then error
”
prio. too large“

A[i ] = p

while i > 1 and A[parent(i)] > A[i ]

A[i ] ↔ A[parent(i)]

i = parent(i)

A.heap-size++

verwaltet Elemente einer Menge M,
wobei jedes Element x ∈ M eine Priorität x .key hat.

Abstrakter Datentyp: Prioritätsschlange
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Zurück zu Prioritätsschlangen

Insert(priorität p)

FindMin()

ExtractMin()

DecreaseKey(index i , prio. p)

return A[1]

if A.heap-size < 1 then
error

”
Heap underflow“

min = A[1]

A.heap-size−−
A[1] = A[A.heap-size ]

MinHeapify(A, 1)

return min

if A.heap-size > A.length then error. . .

A[A.heap-size ] = ∞
DecreaseKey(A.heap-size, p)

if p > A[i ] then error
”
prio. too large“

A[i ] = p

while i > 1 and A[parent(i)] > A[i ]

A[i ] ↔ A[parent(i)]

i = parent(i)

O( )

O( )
A.heap-size++

verwaltet Elemente einer Menge M,
wobei jedes Element x ∈ M eine Priorität x .key hat.

Abstrakter Datentyp: Prioritätsschlange

Laufzeiten?

O( )

O( )
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Zurück zu Prioritätsschlangen

Insert(priorität p)

FindMin()

ExtractMin()

DecreaseKey(index i , prio. p)

return A[1]

if A.heap-size < 1 then
error

”
Heap underflow“

min = A[1]

A.heap-size−−
A[1] = A[A.heap-size ]

MinHeapify(A, 1)

return min

if A.heap-size > A.length then error. . .

A[A.heap-size ] = ∞
DecreaseKey(A.heap-size, p)

if p > A[i ] then error
”
prio. too large“

A[i ] = p

while i > 1 and A[parent(i)] > A[i ]

A[i ] ↔ A[parent(i)]

i = parent(i)

O( )

O( )
A.heap-size++

verwaltet Elemente einer Menge M,
wobei jedes Element x ∈ M eine Priorität x .key hat.

Abstrakter Datentyp: Prioritätsschlange

Laufzeiten?

O( )

O( )1



14 - 23

Zurück zu Prioritätsschlangen

Insert(priorität p)

FindMin()

ExtractMin()

DecreaseKey(index i , prio. p)

return A[1]

if A.heap-size < 1 then
error

”
Heap underflow“

min = A[1]

A.heap-size−−
A[1] = A[A.heap-size ]

MinHeapify(A, 1)

return min

if A.heap-size > A.length then error. . .

A[A.heap-size ] = ∞
DecreaseKey(A.heap-size, p)

if p > A[i ] then error
”
prio. too large“

A[i ] = p

while i > 1 and A[parent(i)] > A[i ]

A[i ] ↔ A[parent(i)]

i = parent(i)

O( )

O( )
A.heap-size++

verwaltet Elemente einer Menge M,
wobei jedes Element x ∈ M eine Priorität x .key hat.

Abstrakter Datentyp: Prioritätsschlange

Laufzeiten?

O( )

O( )1
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Zurück zu Prioritätsschlangen

Insert(priorität p)

FindMin()

ExtractMin()

DecreaseKey(index i , prio. p)

return A[1]

if A.heap-size < 1 then
error

”
Heap underflow“

min = A[1]

A.heap-size−−
A[1] = A[A.heap-size ]

MinHeapify(A, 1)

return min

if A.heap-size > A.length then error. . .

A[A.heap-size ] = ∞
DecreaseKey(A.heap-size, p)

if p > A[i ] then error
”
prio. too large“

A[i ] = p

while i > 1 and A[parent(i)] > A[i ]

A[i ] ↔ A[parent(i)]

i = parent(i)

O( )

O( )
A.heap-size++

verwaltet Elemente einer Menge M,
wobei jedes Element x ∈ M eine Priorität x .key hat.

Abstrakter Datentyp: Prioritätsschlange

Laufzeiten?

O( )log n

O( )1
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Zurück zu Prioritätsschlangen

Insert(priorität p)

FindMin()

ExtractMin()

DecreaseKey(index i , prio. p)

return A[1]

if A.heap-size < 1 then
error

”
Heap underflow“

min = A[1]

A.heap-size−−
A[1] = A[A.heap-size ]

MinHeapify(A, 1)

return min

if A.heap-size > A.length then error. . .

A[A.heap-size ] = ∞
DecreaseKey(A.heap-size, p)

if p > A[i ] then error
”
prio. too large“

A[i ] = p

while i > 1 and A[parent(i)] > A[i ]

A[i ] ↔ A[parent(i)]

i = parent(i)

O( )

O( )
A.heap-size++

verwaltet Elemente einer Menge M,
wobei jedes Element x ∈ M eine Priorität x .key hat.

Abstrakter Datentyp: Prioritätsschlange

Laufzeiten?

O( )log n

O( )1
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Zurück zu Prioritätsschlangen

Insert(priorität p)

FindMin()

ExtractMin()

DecreaseKey(index i , prio. p)

return A[1]

if A.heap-size < 1 then
error

”
Heap underflow“

min = A[1]

A.heap-size−−
A[1] = A[A.heap-size ]

MinHeapify(A, 1)

return min

if A.heap-size > A.length then error. . .

A[A.heap-size ] = ∞
DecreaseKey(A.heap-size, p)

if p > A[i ] then error
”
prio. too large“

A[i ] = p

while i > 1 and A[parent(i)] > A[i ]

A[i ] ↔ A[parent(i)]

i = parent(i)

O( )

O( )
A.heap-size++

verwaltet Elemente einer Menge M,
wobei jedes Element x ∈ M eine Priorität x .key hat.

Abstrakter Datentyp: Prioritätsschlange

Laufzeiten?log n

O( )log n

O( )1
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Zurück zu Prioritätsschlangen

Insert(priorität p)

FindMin()

ExtractMin()

DecreaseKey(index i , prio. p)

return A[1]

if A.heap-size < 1 then
error

”
Heap underflow“

min = A[1]

A.heap-size−−
A[1] = A[A.heap-size ]

MinHeapify(A, 1)

return min

if A.heap-size > A.length then error. . .

A[A.heap-size ] = ∞
DecreaseKey(A.heap-size, p)

if p > A[i ] then error
”
prio. too large“

A[i ] = p

while i > 1 and A[parent(i)] > A[i ]

A[i ] ↔ A[parent(i)]

i = parent(i)

O( )

O( )
A.heap-size++

verwaltet Elemente einer Menge M,
wobei jedes Element x ∈ M eine Priorität x .key hat.

Abstrakter Datentyp: Prioritätsschlange

Laufzeiten?log n

O( )log n

O( )1



14 - 28

Zurück zu Prioritätsschlangen

Insert(priorität p)

FindMin()

ExtractMin()

DecreaseKey(index i , prio. p)

return A[1]

if A.heap-size < 1 then
error

”
Heap underflow“

min = A[1]

A.heap-size−−
A[1] = A[A.heap-size ]

MinHeapify(A, 1)

return min

if A.heap-size > A.length then error. . .

A[A.heap-size ] = ∞
DecreaseKey(A.heap-size, p)

if p > A[i ] then error
”
prio. too large“

A[i ] = p

while i > 1 and A[parent(i)] > A[i ]

A[i ] ↔ A[parent(i)]

i = parent(i)

O( )

O( )
A.heap-size++

verwaltet Elemente einer Menge M,
wobei jedes Element x ∈ M eine Priorität x .key hat.

Abstrakter Datentyp: Prioritätsschlange

Laufzeiten?

log n

log n

O( )log n

O( )1
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HeapSort

Idee:
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HeapSort

321 5

Idee: ■ ExtractMin() gibt kleinstes Heap-Element aus.

10847 69
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HeapSort

321 5

Idee: ■ ExtractMin() gibt kleinstes Heap-Element aus.

10847 69
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HeapSort

321 5

Idee: ■ ExtractMin() gibt kleinstes Heap-Element aus.

10847 69

1
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HeapSort

3215 5

Idee: ■ ExtractMin() gibt kleinstes Heap-Element aus.

10847 69

1
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HeapSort

3215 5

Idee: ■ ExtractMin() gibt kleinstes Heap-Element aus.

10847 69

1
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HeapSort

32515 5

Idee: ■ ExtractMin() gibt kleinstes Heap-Element aus.

10847 69

1

2



15 - 8

HeapSort

32515 5

Idee: ■ ExtractMin() gibt kleinstes Heap-Element aus.

10847 69
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HeapSort

32515 5

Idee: ■ ExtractMin() gibt kleinstes Heap-Element aus.
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HeapSort

32515 5

Idee: ■ ExtractMin() gibt kleinstes Heap-Element aus.
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HeapSort

32515 5

Idee: ■ ExtractMin() gibt kleinstes Heap-Element aus.

10847 69

1

2 3 5

Min-Heap

2

2
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HeapSort

32515 5
int[ ] HeapSort(int[ ] A)

BuildMinHeap(A)
B = new int[A.length ]
for i = 1 to A.length do

B [i ] = ExtractMin()

return B

Idee: ■ ExtractMin() gibt kleinstes Heap-Element aus.

Schreiben Sie den Pseudocode.
Verwenden Sie
BuildMinHeap und
ExtractMin.

10847 69

1

2 3 5

Min-Heap

2

2



15 - 13

HeapSort

32515 5
int[ ] HeapSort(int[ ] A)

BuildMinHeap(A)
B = new int[A.length ]
for i = 1 to A.length do

B [i ] = ExtractMin()

return B

Idee: ■ ExtractMin() gibt kleinstes Heap-Element aus.

10847 69

1

2 3 5

Min-Heap

2

2
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HeapSort

32515 5
int[ ] HeapSort(int[ ] A)

BuildMinHeap(A)
B = new int[A.length ]
for i = 1 to A.length do

B [i ] = ExtractMin()

return B

Idee: ■ ExtractMin() gibt kleinstes Heap-Element aus.

10847 69

1

2 3 5

Min-Heap

2

2
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HeapSort

32515 5
int[ ] HeapSort(int[ ] A)

BuildMinHeap(A)
B = new int[A.length ]
for i = 1 to A.length do

B [i ] = ExtractMin()

return B

Idee: ■ ExtractMin() gibt kleinstes Heap-Element aus.

10847 69

1

2 3 5

Min-Heap

2

2
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HeapSort

32515 5
int[ ] HeapSort(int[ ] A)

BuildMinHeap(A)
B = new int[A.length ]
for i = 1 to A.length do

B [i ] = ExtractMin()

return B

Idee: ■ ExtractMin() gibt kleinstes Heap-Element aus.

10847 69

1

2 3 5

Min-Heap

2

2
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HeapSort

32515 5
int[ ] HeapSort(int[ ] A)

BuildMinHeap(A)
B = new int[A.length ]
for i = 1 to A.length do

B [i ] = ExtractMin()

return B

Idee: ■ ExtractMin() gibt kleinstes Heap-Element aus.

10847 69

1

2 3 5

Min-Heap

2

2

https://algo.uni-trier.de/videos/heapsort.mp4
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HeapSort

32515 5
int[ ] HeapSort(int[ ] A)

BuildMinHeap(A)
B = new int[A.length ]
for i = 1 to A.length do

B [i ] = ExtractMin()

return B

Idee: ■ ExtractMin() gibt kleinstes Heap-Element aus.

Laufzeit:

THS(n)

10847 69

1
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Min-Heap
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Obere Schranke:
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HeapSort

32515 5
int[ ] HeapSort(int[ ] A)

BuildMinHeap(A)
B = new int[A.length ]
for i = 1 to A.length do

B [i ] = ExtractMin()

return B

Idee: ■ ExtractMin() gibt kleinstes Heap-Element aus.

Laufzeit:

THS(n) ∈

10847 69

1

2 3 5

Min-Heap

2

2

Obere Schranke:
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HeapSort

32515 5
int[ ] HeapSort(int[ ] A)

BuildMinHeap(A)
B = new int[A.length ]
for i = 1 to A.length do

B [i ] = ExtractMin()

return B

Idee: ■ ExtractMin() gibt kleinstes Heap-Element aus.

Laufzeit:

THS(n) ∈

10847 69

1

2 3 5

Min-Heap

2

2

Obere Schranke:
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HeapSort

32515 5
int[ ] HeapSort(int[ ] A)

BuildMinHeap(A)
B = new int[A.length ]
for i = 1 to A.length do

B [i ] = ExtractMin()

return B

Idee: ■ ExtractMin() gibt kleinstes Heap-Element aus.

Laufzeit:

THS(n) ∈ O(n)

10847 69

1

2 3 5

Min-Heap

2

2

Obere Schranke:
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HeapSort

32515 5
int[ ] HeapSort(int[ ] A)

BuildMinHeap(A)
B = new int[A.length ]
for i = 1 to A.length do

B [i ] = ExtractMin()

return B

Idee: ■ ExtractMin() gibt kleinstes Heap-Element aus.

Laufzeit:

THS(n) ∈ O(n) +

10847 69

1

2 3 5

Min-Heap

2

2

Obere Schranke:
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HeapSort

32515 5
int[ ] HeapSort(int[ ] A)

BuildMinHeap(A)
B = new int[A.length ]
for i = 1 to A.length do

B [i ] = ExtractMin()

return B

Idee: ■ ExtractMin() gibt kleinstes Heap-Element aus.

Laufzeit:

THS(n) ∈ O(n) +

10847 69

1

2 3 5

Min-Heap

2

2

Obere Schranke:
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■ Letztes Feldelement wird dadurch frei

110847 692 3 5

6910 13478 25

521 108743 96HeapSort(int[ ] A)

BuildMaxHeap(A)
for i = A.length downto 2 do

A[i ] = ExtractMax()
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Vergleich Laufzeiten

InsertionSort

SelectionSort

BubbleSort

Bester Fall Schlechtester Fall

HeapSort

Θ(n) Θ(n2)

Θ(n2)Θ(n2)

Θ(n2)Θ(n)

Θ(n log n)Θ(n log n)

MergeSort Θ(n log n)Θ(n log n)

in-situ

✓
✓

✓
✗

stabil

✓
✓

✓
✓
✗✗

Ein Sortieralgorithmus ist stabil, wenn er gleiche Schlüssel in der Ursprungsreihenfolge belässt.

Ein in-situ-Algorithmus benötigt nur O(1) extra Speicher.
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