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Vorlesung b:
Rekursionsgleichungen

T(n)=aT(n/b + f(n Isithisia recursion
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L6sen von Rekursions(un)gleichungen

Frage: Gilt fir T(n)=2-T(n/2)+dn (mit T(1) =0)
auch T € O(nlogn) 7
Behauptung: Es gibt ein ¢ > 0, so dass T(n) < ¢ - nlog, n (fiir alle n > 1).

Beweis. Durch Induktion iiber n. Induktionsanfang: T(1) <0 /
Induktionsannahme: T (k) < ¢ - klog, k gilt fiir alle k < n.

Wir wissen: T(n) =2-T(n/2) +dn

‘Substitutionsmethode: | = 2 210825 + ﬂi(wegen A firk=2)
1. Ldsung von = cn - (logyn —logy 2) + dn

Rekursion raten = c-nlogy,n—cn+dn
2. Mit Induktion =c-nlog,n+ (d—¢c)n

beweisen ] <c-nlog,n fallsc>d

= Behauptung wahr (es gibt ein ¢ >0...) = T € O(nlogn)]|

Streng genommen haben wir die Behauptung nur fiir n = Zweierpotenz bewiesen. Auf der nachsten Folie sind wir genauer.



) Substitutionsmethode

Noch ein Beispiel: T(n) = T(|n/2])+ T([n/2]) +1 (mit T(1) = 0)

Behauptung: T € O(n)
Also zeigen wir: T(n) < c-n fiir eine Konstante ¢ > 0.
Bewetsw_Durch Induktion iiber n.  Induktionsanfang: T(1)=10 <
Induktionsannahime: T(k) < c-k fir alle k < n.
Wissen: T (n)=L(ln/2|)+ )+ 1
< 2| n/2| + 1 (wegen IA)

<c-([n/2] +[n/2]) +1
<c-n+1 %



Noch'n Versuch

Noch ein Beispiel: T(n) = T(|n/2])+ T([n/2]) +1 (mit T(1) = 0)

Behauptung: T € O(n)
Also zeigen wir: T(n) < c-n-+1 fiir eine Konstante ¢ > 0.
Bewetsw_Durch Induktion iiber n.  Induktionsanfang: T(1)=10 <
Induktionsannahmes_ T(k) < c-k + 1 fiir alle k < n.
Wissen: T (n)=L(ln/2|)+ )+ 1
< fteTn/2 c-|n/2] +1)+1

=c-(|n/2] +[n/2])+3
—c-n—+3 f



Nicht verzagen

Noch ein Beispiel:

Behauptung:

Nun probieren wir:

T(n)=T(n/2])+ T([n/2])+1 (mit T(1)=0)
TcO(n)

T(n) < c-n—d fiir eine Konstante ¢ > 0. /
D.h. wir machen unsere Aussage scharfer!

Beweis. Durch Induktion iiber n. Induktionsanfang: T7(1)=0<c—d fallsc>dy/

Induktionsannahme:

Wissen:

T(k) <c-k—d firalle k <n.

T(n) = T([n/2])+ T([n/2]) +1
(c-In/2) —d)+(c-[n/2] —d)+1
c-(ln/2] + [n/2]) — 2d + 1
c-n—d faIIstl./
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I1) Rekursionsbaummethode

Beispiel:  T(n) =3T(n/4) + n? (+) (mit T(1) = 1)
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I1) Rekursionsbaummethode

T(n) =3T(n/4) +n° o

DT TDTDTDTDTD

unterste Ebene andere Ebenen

(logg n)—1 /

s T(n) _ plogs3 i Z (l%)inz < n0'793+ n?
i=0

CTDTDTDTDTDTD

0. Summand schon 1n?!

Ifd.Nr.| Anz. Beitrag
Ebene | Knoten | (Ebene)
0 | 3°=1 n?
1 3,2
1 3 16"
2 32 2
2 3 il
- i 3 2
I 3 =
log, n log, 3
log, n| 3°847 | n°%4
— vorausgesetzt
nlog4 3 T(1) =1
oo (3\/|_ ,0793 , 16
>0 (35) |= 1 T 33 n*

= T € O(n°)!

1_ +1

2) Z i=0 ql_

geometrische Relhe

2') YiZ0q'= ﬁ

geometrische Reihe




I1) Rekursionsbaummethode

T(n) =3T(n/4) +n° o

Ubung.
Berechnen Sie mit der
Rekursionsbaummethode

T(n)=2T(n/2)+ nlog, n, wobei T(1) = 0.

DT TDTDTDTDTD

unterste Ebene andere Ebenen

(logg n)—1 /

s T(n) _ plogs3 i Z (l%)inz < n0'793+ n?
i=0

CTDTDTDTDTDTD

0. Summand schon 1n?!

Ifd.Nr.| Anz. Beitrag
Ebene | Knoten | (Ebene)
0 | 3°=1 n?
1 3,2
1 3 16"
2 32 2
2 3 il
- i 3 2
I 3 =
log, n log, 3
log, n| 3°847 | n°%4
— vorausgesetzt
nlog4 3 T(1) =1
oo (3\/|_ ,0793 , 16
>0 (35) |= 1 T 33 n*

= T € O(n°)!

1_ +1

2) > o‘7'_

geometrische Relhe

2') Y0 d'= ﬁ

geometrische Reihe



I1I) Meistermethode

Nichts ist praktischer als eine gute Theorie...

Achtung!

Die Methode kann man nur anwenden bei Rekursionen der Art
T'(n)=aT(n/b)+ f(n)

wobei 2 > 1, b > 1 Konstanten und f: N — R asymptotisch positiv. ..

...und auch da nicht in allen Fallen!



I1I) Meistermethode

Satz. Seien 2> 1, b > 1 Konstanten und 7, T: N — R mit
I'(n)=2aT(n/b)+ f(n),

wobei n/b sowohl fiir |n/b] als auch [n/b] stehen kann.

Dann gilt
[ O(n'ogs ) falls £ € O(nll°8: 2)=¢) fiir ein € > 0.
T < O(n'°8:“ log n) falls f € ©(n'°8:?).
O(f) falls £ € 2(n{'°8: 2)¢) fiir ein ¢ > 0
\ und die Regularitatsbedingung gilt.

Definition. Die Regularitatsbedingung ist erfiillt, falls
f(n/b) < cf(n)
fiir ein ¢ < 1 und fiir alle groBen n.
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I11) Meistermethode T(n) = aT(n/b) + f(n)

[ O(n'ogs ) falls ¥ € O(nllo8s 9)=¢) fiir ein € > 0.
T < O(n'°8:“ log n) falls f € ©(n'°8:?).
O(1) falls ¥ € 2(n{'°8 )+2) fiir ein ¢ > 0
\ und die Regularitatsbedingung gilt.

Beispiel.  T(n) =3T(n/4) + n°
= (>1),b=4(>1)und f: n+s n°.

Q +
= f ¢ ?(nlP&:))*2) 7z B. fiire =1, dalog, 3 < 1.

Das ist Fall 3! — T e @(f) — @(nz) [] Uben! Hausaufgaben!

A
' N\

Also mussen wir die Regularitatsbedingung testen:

Gilt 3f(n/4) = 2n* <c-f(n)=cn*? Ja—-2zB.firc= 3.

Wichtig:  Unser ¢ muss echt < 1 sein! ¢/
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Ubersicht

B Substitutionsmethode

Fiir ,, Genies”: Losung raten, dann per Induktion beweisen!

B Rekursionsbaummethode

Etwas umstandlich, funktioniert aber immer!

B Meistermethode
Funktioniert nur bei Rekursionsgleichungen der Art  T(n) = aT(n/b) + f(n)
(und auch da nicht immer).

Achtung:
Viele verstehen die Bedeutung von ¢ in den Bedingungen der Fille 1 & 3 nicht richtig!

Grund: log n wéchst

BEiSpiEI. T(n) — T(n/z) —I_ n |Og2 n langsamer als n€,

Also kdnnen wir die | | 1 1 fiir jedes & > 0.
Meistermethode hier — N O8h 9 — n ©8> — n, a ber f(n) — N |Og2 n g Q(n +€) ! PS: Wie kénnte man
nicht verwenden! das beweisen?
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