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Hauptklausur am Mi, 30. Juli

Die Klausur findet 10:00-12:00 Uhr parallel in Turing- und
Zuse-HS statt. (Details kommen kurz vorher per Email.)

In WueStudy bis 15.07. anmelden (sonst keine Teilnahme
moglich).

Falls Sie nicht teilnehmen werden, melden Sie sich bitte AB
(damit wir weniger Klausuren drucken miissen).

Die Nachklausur findet voraussichtlich am 2. Oktober statt.



Graphen zeichnen

Def. Eine offene Jordankurve ist eine homoomorphe Einbet-
tung des Intervalls [0, 1] in einen topologischen Raum.

~SVL K T

Sei G ein ungerichteter Graph.

@ Eine Abbildung ¢ heiBt Zeichnung von G, falls

. —fir alle w € V(G) gilt ((w) € R?
Cuv und Einschrankung von ¢ auf V/(G) injektiv

— fiir alle uv € E(G) gilt ((uv) = (,,([0,1])
wobei (,, Jordankurve mit (,,(0) = ((u)
und (. (1) = ((v).



Ebene Zeichnung, plattbarer Graph

Eine Zeichnung ( von G heiBt eben (kreuzungsfrei), falls
Vab, cd € E(G), ab # cd: (,5([0,1]) N {4(]0, 1]) = 0.
d.h. falls sich die Zeichnungen der Kanten hochstens in
gemeinsamen Endpunkten schneiden.

Def. Ein Graph G ist planar (plattbar), falls er eine ebene
Zeichnung hat.

/.B. G = ,77 planar, denn ,77 Ist eine ebene
2 2

Zeichnung von G.

Eine Zeichnung ¢ von G heiBt geradlinig, talls
fiir alle e € E(G) gilt: (. ist linear



Punkte und Facetten

Def. Fiir einen planaren Graphen G und eine ebene
Zeichnung ( von G sei

Ge =¢(V(G)u | <l(0,1])
ecE(G)

die Menge der Punkte von (.

A /\

AuBenfacette von ( N Innenfacetten von (

Def. Die Zusammenhangskomponenten von R? \ G, heiBen
Facetten von (.



Die Wahl der AuBenfacette ist beliebig

Beob.! G planar, ™ ebene Zeichnung von G, F Innenfacette

von 7. Dann gibt es auch eine ebene Zeichnung mg
von G, in der E(F) den Rand der AuBenfacette bildet.

Beweis. Die Umkehrung o~! der stereografischen Projektion
0. 5%\ {N} — R? liefert eine ebene Zeichnung von
G auf der Kugeloberflache:
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von 7. Dann gibt es auch eine ebene Zeichnung mg
von G, in der E(F) den Rand der AuBenfacette bildet.

Beweis. Die Umkehrung o~! der stereografischen Projektion
o: S?\ {N} — R? liefert eine ebene Zeichnung von
G auf der Kugeloberflache: N



Die Wahl der AuBenfacette ist beliebig

Beob.! G planar, ™ ebene Zeichnung von G, F Innenfacette

von 7. Dann gibt es auch eine ebene Zeichnung mg
von G, in der E(F) den Rand der AuBenfacette bildet.

Beweis. Die Umkehrung o~! der stereografischen Projektion
o: S?\ {N} — R? liefert eine ebene Zeichnung von
G auf der Kugeloberflache:

Drehe (mittels
0: R3 — R?) die
Kugel, so dass
N € Inn(c1(F)).

Projiziere dann zuriick in die Ebene.

= Zeichnung von E(F) begrenzt die AuBenfacette.
1

Zeichnung mr = o0 o0 oo™~ o ist eben.



Skelette sind planar

Beob.”?  Das Skelett (der Ecken-Adjazenzgraph) eines
konvexen und beschrankten Polyeders ist planar.

Beweis.  Sei P konvexes, beschranktes Polyeder, o € Inn(P).

Sei S Kugel mit Zentrum o, so dass P C S.

Zentralprojektion m,: P — S liefert ebene
Zeichnung ms des Skeletts von P auf der
Kugeloberflache von S.

Wahle Nordpol N, so dass N € 7.

Projiziere ms mittels o auf die Ebene.

Ergebnis: o o g ist eben.



Schon wieder Euler . ..

Satz. (Eulerscher Polyedersatz / Polyederformel)

Sei 7 eine ebene Zeichnung eines Graphen

£ | (moglicherweise mit Schleifen und Mehrfachkanten)
ﬁ) mit n Knoten, m Kanten, f Facetten und k Zu-

sammenhangskomponenten. Dann gilt:

1S, =n—m-+f=k+1 = RS,

Beweis.  Induktion liber m.
m=20: =f=1 k=n :>LS():I7—|—1:RSOZFI—|—1\/
m > 0: ex. Kante e; ang. e beidseitig zu gleicher Facette F
inzident = e liegt nicht auf Kreis
G =G—e =n=n f=F m=m-1, k'=k+1.
= 1LS,,=n—m+Ff=n—-—m+Ff—-1= K = k+1=RS,,.



Schon wieder Euler . ..

Satz. (Eulerscher Polyedersatz / Polyederformel)

Sei 7 eine ebene Zeichnung eines Graphen
(moglicherweise mit Schleifen und Mehrfachkanten)
mit n Knoten, m Kanten, f Facetten und k Zu-
sammenhangskomponenten. Dann gilt:

1S, =n—m-+f=k+1 = RS,

Bewelis. Induktion tiber m.
m=0: =f=1 k=n :>LSO—n—|—1—RSO—n—|—1\/

m > 0: ex. Kante e; ang. e-beidseitigzugleicher Facette

inzident zu Facetten F; # F»
G'=G—e =n"=n f=Ff-1 mMm=m-1 k' =k=1.
= 1LS,p,=n—m+f=n—-m+Ff A= k+1=k+1=RS,,.




Planare Graphen sind schlank!

Satz.

Bewels.

Fiir jeden einfachen planaren Graphen G mit n > 3
Knoten und m Kanten gilt: m <3n—6; f < 2n—4.

/weifaches Abzihlen der Kanten-Facetten-Inzidenzen:

VSre

da jede Facette eines einfachen Graphen aus mind.

# InZ 2 3f drei Kanten besteht (falls n > 3 und m > 3).
2
3

OBdA ist\G zusammenhiangend
(sonst fiige\weitere Kanten hinzu).

= m=n+f—-2 < n+§m—2 = m<3n-—-06
= f<2n—-4
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Konsequenzen

Satz.

Korollar.

Bewels.

Korollar.

Bewels.

Fiir jeden einfachen planaren Graphen G mit n > 3
Knoten und m Kanten gilt: m <3n—6; f < 2n—4.

Der durchschnittliche Knotengrad in einem
einfachen planaren Graphen ist kleiner 6.

2vevigdeg(v)  2m _6n—12 e

n n n
Ein einfacher planarer Graph hat mindestens einen

(genauer: mind. 3) Knoten vom Grad hochstens 5.

O.E. hat G Mindestgrad 1 (sonst fiige Kanten hinzu).

Angenommen, es gibt nur 2 Knoten vom Grad < 5.
2m =) deg(v)>(n—2)-6+2-1=6n—10.

Widerspruch zu m < 3n — 6 in planaren Graphen!
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Nicht planare Graphen

Satz.

Bewelrs.

K5Z

K3'3Z

Die Graphen Ks und K33 sind nicht planar. @ %

m=(})=22=10 > 9=3.5-6=3n—6

voriger Satz = Kjs nicht planar
m=3-3=9 < 12=3:-6—-6=3n—-06
= kein Widerspruch zum vorigen Satz!

n planarer Zeichnung miisste jede Facette von > 4
Knoten begrenzt sein, da K33 bipartit und einfach.

Doppeltes Abzahlen der Kanten-Facetten-Inzidenzen:
2m > # Inz. > 4f Euler: f =2 —n+m

2m=18 < 2024'524(2—n+m)=4f4



Vorlesungsumfrage

Bitte nehmen Sie teil —

JETZT!
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Kontraktionen und Minoren

Def.

Sei G ein einfacher Graph und sei uv Kante von G.

Der einfache Graph G \ uv entsteht aus
G durch (Einfach-)Kontraktion von uv.

I\/Ieh rfachkanten werden versch molzen

13



Kontraktionen und Minoren

Def. Sei G ein einfacher Graph und sei uv Kante von G.

Der einfache Graph G \ uv entsteht aus
G durch (Einfach-)Kontraktion von uv.

I\/Ieh rfachkanten werden versch molzen

Ein Graph H heiBt Minor von G (schreibe H < G),
falls er durch eine (evtl. leere) Folge von Kontraktlonen
aus einem Teilgraphen von G hervorgeht.

(/I und dies ist
, da ein Teilgraph
von

13
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Ein paar Beobachtungen

Beob.> G planar < alle Minoren von G sind planar.

Beweis. .= Beim Kontrahieren konnen neue Kreuzungen
vermieden werden:

— — =

,<=" G ist Minor von G (G < G).

Beob.*  Alle Graphen mit hochstens vier Knoten sind planar.

Beweis. 4 also ist K4 planar = Beh.
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Satz von Kuratowski

Satz. [Kuratowski 1930: sur e probleme des courbes gauches en topo/ogie]
Sei G ein einfacher Graph. Dann gilt:
G planar < weder Ks noch K33 ist Minor von G.

Kazimierz Kuratowski
Warschau 1896—-1980 Warschau
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Planare Graphen: Charakt., Test, Zeichnung

Satz. [Hopcroft & Tarjan, J. ACM 1974]
Sei G ein einfacher Graph mit n Knoten. Dann kann
man in O(n) Zeit entscheiden, ob G planar ist.

Satz. [Wagner 1936, Fary 1948, Stein 1951]
Jeder planare Graph lasst sich geradlinig zeichnen.

Satz. [Koebe 1936: Kontaktprobleme der konformen Abbildung]
Jeder planare Graph lasst sich
als Beriihrgraph von
Kreisscheiben (coin graph)
reprasentieren.
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Planare Graphen zeichnen

Satz. [Tutte 1963: How to draw a graph]
Ein (3-fach zshg.) planarer Graph l3sst sich in]
Linearzeit geradlinig (und konvex) zeichnen.

Satz. [SCh nyder 1990: Embedding planar graphs on the grid]
Ein planarer Graph mit n > 3 Knoten lasst sich in
Linearzeit geradlinig zeichnen so dass die Knoten auf
Punkte des (n —2) x ( ) Gitters abgebildet werden.

Ks — 1 Kante —» A



Noch mehr groBBe Satze

Satz.

Planar Separator Theorem [Lipton & Tarjan 1979}
Sei G ein planarer Graph mit n > 5 Knoten.

Dann existiert eine Zerlegung der Knotenmenge

V =LUSUR von G, so dass

e keine Kante zwischen L und R verlauft,
L], |R| < %n und

o
o |S| <2v2n.
Eine solche Zerlegung

kann in O(n) Zeit
berechnet werden.

18




GroBBte Matchings inkrementell

Lemma.

Bewelrs.

Sei G ungerichteter Graph, sei v € V(G) und sei
M groBtes Matching in G — v.

(i) Falls G keinen augmentierenden Weg mit
Endknoten v enthalt,
so ist M groBtes Matching in G.

(ii)) Ansonsten sei W ein augmentierender Weg.
Dann ist MA E(W) groBtes Matching in G.

Mit einer passenden Reprasentation eines groBten
Matchings in G — v kann man in O(|E(G)|) Zeit
ein groBtes Matching in G finden.

Ubung — jetzt!

19
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GroBte Matchings in planaren Graphen

MaxCardinalityMatching(Graph G)

if |V(G)| <5 then

| return BruteForceMatching(G)

else
(L, S, R) = PlanarSeparator(G) = keine L-R-Kante
M; = MaxCardinalityMatching(G|[L])
Mgr = MaxCardinalityMatching( G[R])
M= M, U Mg
V=LUR
foreach v € S do
V =Vuliv}
M = groBtes Matching in G[V] laut Lemma
return\M

M ist groBtes Matching in G[V]

Korrektheit? ~Hier V=V(G) = G[V]=G = M max.in G



GroBte Matchings in planaren Graphen

MaxCardinalityMatching(Graph G)

if |[V(G)| <5 then O(1) T(n)=  Laufzeit?
| return BruteForceMatching(G) Worst-Case-Laufzeit fiir
else Graphen mit |V(G)|=n
(L, S, R) = PlanarSeparator(G) O(n)
M; = MaxCardinalityMatching(G|[L]) T(|L])
Mg = MaxCardinalityMatching( G[R]) T(|R|)
M= M, U Mg
V=LUR
foreach v € S do O(+/n)-
V=V L - O(n)
M = groBtes Matching in G[V] laut Lemma
_return M () < max {T(|L]) + T(|R]) + cn®?:

IL|+|R| < n, 3<|L| < zn}
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Rekursions(un)gleichung losen. . .

T(n) < max{T(|L]) + T(|R|) + cn®/2:
IL|+|R| <n, 2<|L| < 2n}

Master-Methode: sieche [CLRS, Kapitel 4.5]
T(n) <2T (5n) + O(n*?) 1 f
€ O(n°8s22) = O(nl70-)

Bl

| >
1 «

Wl
WIN

Genauere Abschatzung: 0

T(n) <max{T(an)+ T((1 —a)n) |: <a <2} +cn¥?

Beh.| T(n) < ¢’n®/? fiir ein ¢’ > ¢ [Wir kénnen ¢’ wihlen!]

Bew. fla)

T(n < ¢n?(ma {0+ (1 o)) << g; el )
Ac

< ¢'n3/? <3/4 = Nimm
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Ergebnis

Satz. In einem planaren Graphen mit n Knoten kann man in
O(n3/?) Zeit ein groBtes Matching finden.

Zum Vergleich:

GroBtes Matching

Bipartite Graphen O(m+/n) [Hopcroft & Karp, 1973]
Allgemeine Graphen O(m+/n) [Micali & Vazirani, 1980]

Schwerstes Matching

Planare Graphen® O(n%?logn) [Lipton & Tarjan, 1980]
Allgemeine Graphen  O(mnlogn)  |[Gabow, 1975]

*) Das Lemma gilt entsprechend fiir den gewichteten Fall,
allerdings mit Laufzeit O(mlog n) statt O(m).
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