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Beob. Sei G ein gerichteter (Multi-) Graph mit Knoten s.
G besitzt einen s-Wurzelspannbaum
& jeder Knoten v von G ist von s in G erreichbar.

Es existiert ein
s-v-Pfad in G.

Beweis. Siehe Ubungsblatt.

Bem. DFS(s) liefert s-Wurzelspannbaum
(sofern es einen gibt).
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Def.

Gegeben:

Gesucht:

gerichteter (Multi-) Graph G mit s € V(G)
und Kantenkosten c: E(G) — Rx>o.

s-Wurzelspannbaum T von G (sofern
existent) mit V(T) = V(G) und minimalen
Kosten c(E(T)) = > _.ce(r) c(e):

Motivation:

Broadcast (Versenden von Infor-
mation von s an alle Knoten) in
einem Kommunikationsnetzwerk.

Ubungsaufgabe:

Kruskal und Jarnik-Prim
schlagen i.A. fehl!
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O.B.d.A. indeg(v) > 1 fiir jedes v # s.
Fiir jede Kante (u, v) setze ¢'(u, v) := c(u, v) — co(Vv).

= Jeder Knoten v # s hat eingehende 0-Kante.
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Validitat der Kostenmodifikation

Lem. 1. Ein s-Wurzelspannbaum von G ist genau dann opti-
mal beziiglich ¢, wenn er optimal beziiglich ¢’ ist.

Beweis. Fiir jeden s-Wurzelspannbaum T von G gilt

E(T))= Y (c(uv)—cv))

indeg7(s) =0 (i v)EE(T)
und fiir alle v # s - -
indegr(v) =1 Z c(u, v) Z co(v)
(u,v)€E(T) veV(G)\{s}
=c(E(T) - >, v
veV(G)\{s}

unabhangig von T'!
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Ein Versuch

Wahle fiir jedes v # s eine eingehende 0-Kante
~ Teilgraph F von G mit V(F) = V(G).
Falls F azyklisch = F ist s-Wurzelspannbaum von G!

Beachte: F ist optimal bzgl. ¢’ (und somit auch bzgl. ¢),
da ¢’(F) =0.

Problem: Was tun, wenn F einen Kreis K enthalt?

F | F />\
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Kontraktion

Betrachte gerichteten (Multi-) Graphen G mit Kantenkosten
c: E(G) — R>q. Sei U C V(G).

Kontraktion von U: Ersetze G[U] durch neuen Knoten vy .
Kantenkosten werden auf G /U vererbt.

G/U G/U



Expansion

Lem. 2. Sei K Kreis in F und T s-Wurzelspannbaum von G/K.
Dann gibt es einen s-Wurzelspannbaum T von G mit
c'(T) < c(T).

10



Expansion

Lem. 2. Sei K Kreis in F und T s-Wurzelspannbaum von G/K.
Dann gibt es einen s-Wurzelspannbaum T von G mit

c'(T) < c(T).

Bewels.

Jede Kante in T korrespondiert zu Kante in G.

10



Expansion

Lem. 2. Sei K Kreis in F und T s-Wurzelspannbaum von G/K.
Dann gibt es einen s-Wurzelspannbaum T von G mit

c(T) < (7).

Bewels.
Jede Kante in T korrespondiert zu Kante in G.

~~ Teilgraph H von G mit Knotenmenge V(G).

10



Expansion

Lem. 2. Sei K Kreis in F und T s-Wurzelspannbaum von G/K.
Dann gibt es einen s-Wurzelspannbaum T von G mit

c'(T) < c(T).

Bewels.
Jede Kante in T korrespondiert zu Kante in G.

~~ Teilgraph H von G mit Knotenmenge V(G).
Flige Kreis K zu H hinzu.

10



Expansion

Lem. 2. Sei K Kreis in F und T s-Wurzelspannbaum von G/K.
Dann gibt es einen s-Wurzelspannbaum T von G mit

c'(T) < c(T).

Bewels.
Jede Kante in T korrespondiert zu Kante in G.

~~ Teilgraph H von G mit Knotenmenge V(G).
Fiige Kreis K zu H hinzu. = ¢'(H) =

10



Expansion

Lem. 2. Sei K Kreis in F und T s-Wurzelspannbaum von G/K.

Dann gibt es einen s-Wurzelspannbaum T von G mit
c'(T) < c(T).

Bewels.

Jede Kante in T korrespondiert zu Kante in G.

)

~~ Teilgraph H von G mit Knotenmenge V(G
Fiige Kreis K zu H hinzu. = ¢/(H) = ¢/(T).

10



10

Expansion

Lem. 2. Sei K Kreis in F und T s-Wurzelspannbaum von G/K.
Dann gibt es einen s-Wurzelspannbaum T von G mit

c(T) < (7).

Bewels.

Jede Kante in T korrespondiert zu Kante in G.
~~ Teilgraph H von G mit Knotenmenge V(G).
Fiige Kreis K zu H hinzu. = ¢/(H) = ¢/(T).

Jeder Knoten in V ist in H von s erreichbar.




10

Expansion

Lem. 2. Sei K Kreis in F und T s-Wurzelspannbaum von G/K.
Dann gibt es einen s-Wurzelspannbaum T von G mit

c(T) < (7).

Bewels.

Jede Kante in T korrespondiert zu Kante in G.
~~ Teilgraph H von G mit Knotenmenge V(G).
Fiige Kreis K zu H hinzu. = ¢/(H) = ¢/(T).

Jeder Knoten in V ist in H von s erreichbar.

Ermittle s-Wurzelspannbaum T (= H — uv) von H.




10

Expansion

Lem. 2. Sei K Kreis in F und T s-Wurzelspannbaum von G/K.
Dann gibt es einen s-Wurzelspannbaum T von G mit

c(T) < (7).

Bewels.

Jede Kante in T korrespondiert zu Kante in G.
~~ Teilgraph H von G mit Knotenmenge V(G).
Fiige Kreis K zu H hinzu. = ¢/(H) = ¢/(T).

Jeder Knoten in V ist in H von s erreichbar.

Ermittle s-Wurzelspannbaum T (= H — uv) von H.

T ist s-Wurzelspannbaum von G.




10

Expansion

Lem. 2. Sei K Kreis in F und T s-Wurzelspannbaum von G/K.
Dann gibt es einen s-Wurzelspannbaum T von G mit
c'(T) < c(T).

Bewels.

Jede Kante in T korrespondiert zu Kante in G.
~~ Teilgraph H von G mit Knotenmenge V(G).
Fiige Kreis K zu H hinzu. = ¢/(H) = ¢/(T).

Jeder Knoten in V ist in H von s erreichbar.

Ermittle s-Wurzelspannbaum T (= H — uv) von H.

T ist s-Wurzelspannbaum von G.

c'(T) <




10

Expansion

Lem. 2. Sei K Kreis in F und T s-Wurzelspannbaum von G/K.
Dann gibt es einen s-Wurzelspannbaum T von G mit

c(T) < (7).

Bewels.

Jede Kante in T korrespondiert zu Kante in G.
~~ Teilgraph H von G mit Knotenmenge V(G).
Fiige Kreis K zu H hinzu. = ¢/(H) = ¢/(T).

Jeder Knoten in V ist in H von s erreichbar.
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c'(T) < c'(H) = ¢'(T)
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Laufzeit

Algorithmus terminiert spatestens, wenn |V(G)| < 2.

In jeder Rekursionsstufe verringert sich die Knotenanzahl um
mindestens 1. = O(|V(G)|) rekursive Aufrufe.

Kostenmodifikation, Kreisbestimmung, Kontraktion und
Expansion dauern jeweils O(|E(G)|) Zeit.

Satz. Angewandt auf einen gewichteten (Multi-) Graphen G,
lauft Edmonds’ Algorithmus in O(|V(G)| - |E(G)|) Zeit.
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Opt|ma||tat Dann gibt es einen s-Wurzelspannbaum T von G mit

c'(T) < /(7).
Lem. 3. Sei K Kreis in F und T s-Wurzelspannbaum von G.

Dann gibt es einen s-Wurzelspannbaum T von G/K
mit ¢'(T) < c'(T).
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