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1. Zwischentest: Punkteverteilung

12

10

o

=1

=Y

M2

n =157

90 o

arithmetisches Mittel = 22,9

01234567 891011121314151617181920212223242526272829303132333435363738394041424344454647 48495051 525354 555657585960

Median = 19,5

10

oh

e

Fa

0



2. /wischentest: Punkteverteilung

n=136; u = 30,2; Median = 29,5
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3. Zwischentest: Punkteverteilung

n=110; u = 37,8; Median = 38,0




3. Zwischentest: Aufgabeniibersicht
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Mehr
Programmieren
uben!

z.B. mit
adventofcode.com

1 2 3 4 5 6

Graphen und Rot- Rotieren Select Abstande Buffer
Breitensuche  Schwarz-
Baume


https://adventofcode.com/

Motivation

Gegeben.

Gesucht.

[ungerichteter, gewichteter Graph

Zusammenhangendes StraBennetz G = (V, E; w), das

eine Menge V von n Stadten verbindet

Teilnetz T = (V, E’) mit E' C E, so dass

w: E — R-y Kantengewichte

W(E') = Y cer wle)

B alle Stadte in T erreichbar sind (T spannt G auf)

B die ,Schneerdumkosten” w(E’) minimal sind unter allen Teilnetzen,

die G aufspannen.

E'CE

G=(V,E;w)

z.B. mit w = euklid. Abstande

- 11



Minimaler Spannbaum

Wegen der Minimalitat von w(E") gilt:

T hat keine Kreise = T ist ein Wald

T ,erbt” Zusammenhang von G = T ist ein Baum
T spannt G auf = T ist Spannbaum von G

T hat minimales Gewicht unter allen Spannbaumen von G.

Wir nennen T kurz minimalen Spannbaum (MSB) von G.

E'CE

G=(V,E;w)

Beob. |[E'|= |V| -1

Otakar Boravka

*1899 Ostroh, Mihren

T 1995 Briinn




Schnitte

Def.

Ein Schnitt (5, V(G) \ S) eines Graphen G
ist eine Zerlegung von V(G) in zwei Teilmengen.




Schnitte

Def. Ein Schnitt (S, V(G) \ S) eines Graphen G
ist eine Zerlegung von V(G) in zwei Teilmengen.

Eine Kante uv kreuzt (S5, V(G)\ S),
wenn u € S und v € V(G)\ S (oder andersherum).




Schnitte

Def. Ein Schnitt (S, V(G) \ S) eines Graphen G
ist eine Zerlegung von V(G) in zwei Teilmengen.

Eine Kante uv kreuzt (S5, V(G)\ S),
wenn u € S und v € V(G)\ S (oder andersherum).

Eine Kante uv, die einen Schnitt kreuzt, ist leicht,
wenn alle Kanten, die den Schnitt kreuzen, mindestens w(uv) wiegen.




Allgemeiner Greedy Algorithmus

Farbe alle Kanten des Graphen:

B blau: Kante aus MSB
H rot: Kante nicht aus MSB
B ungefarbt: Noch nicht entschieden

Verwende zweil Regeln:

Blaue Regel:

Waihle Schnitt, den keine blaue Kante kreuzt
Farbe leichte Kante blau




Allgemeiner Greedy Algorithmus

Farbe alle Kanten des Graphen:

B blau: Kante aus MSB
H rot: Kante nicht aus MSB
B ungefarbt: Noch nicht entschieden

Verwende zweil Regeln:

Blaue Regel:

Wahle Schnitt, den keine blaue Kante kreuzt 'GREEDYSPANNBAUM( G, w) :
Farbe leichte Kante blau " Wende blaue Regel oder rote Regel an,
Rone Rk | l?is alle Kanten gefarbt sind." '
Wahle Kreis ohne rote Kante G|bE:{bIaueKanten}zuruck __________
Farbe groBte ungefarbte Kante auf Kreis rot

(Satz. (GREEDYSPANNBAUM findet einen minimalen Spannbaum. J




'GREEDYSPANNBAUM(G, w)

Bewels Greedy A|g0rltthS ~ Wende blaue Regel oder rote Regel an,
~ bis alle Kanten gefirbt sind. '
Farbinvariante (FI): Es gibt einen MSB T  Gebe E’ = {blaue Kanten} zuriick

B [ enthalt alle blauen Kanten.
B [ enthalt keine rote Kante.

FI ist am Anfang offensichtlich erfiillt.

Lemma. Die blaue Regel halt die Farbinvariante aufrecht.

Lemma. Die rote Regel halt die Farbinvariante aufrecht.

Lemma. GREEDYSPANNBAUM farbt alle Kanten.

Satz. (GREEDYSPANNBAUM findet einen minimalen Spannbaum.

M B Jede Kante ist entweder blau oder rot.
B Es gibt einen MSB T, der alle blauen Kanten und keine rote Kante enthalt.

= Blaue Kanten bilden MSB []



11-11

Bewels der blauen Regel

Farbinvariante (Fl): Es gibt einen MSB T:| |Blaue Regel:

B / enthalt alle blauen Kanten. Wahle Schnitt, den keine blaue Kante kreuzt.
B /[ enthalt keine rote Kante. Farbe leichte Kante blau.

'Lemma. Die blaue Regel halt die Farbinvariante aufrecht. J

Beweis. Alle Kanten ungefirbt = jeder MSB bezeugt Fl.

Sei T minimaler Spannbaum, der Fl bezeugt.
Sei uv € E von blauer Regel ausgewahlte Kante.

1. Fall: uv € E(T) = FI bleibt erhalten.
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Bewels der blauen Regel

Farbinvariante (Fl): Es gibt einen MSB T:| |Blaue Regel:
B / enthalt alle blauen Kanten. Wahle Schnitt, den keine blaue Kante kreuzt.
B /[ enthalt keine rote Kante. Farbe leichte Kante blau.

ZLemma. Die blaue Regel halt die Farbinvariante aufrecht. J

Beweis. Alle Kanten ungefirbt = jeder MSB bezeugt Fl.

Sei T minimaler Spannbaum, der Fl bezeugt.
Sei uv € E von blauer Regel ausgewahlte Kante.
1. Fall: uv € E(T) = FI bleibt erhalten.
2. Fall: uv ¢ E(T) = Es gibt Pfad p von u nach vin T.
= p enthalt Kante xy, die Schnitt kreuzt

-
. 4
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Bewels der blauen Regel

Farbinvariante (Fl): Es gibt einen MSB T:| |Blaue Regel:
B [ enthalt alle blauen Kanten. Wahle Schnitt, den keine blaue Kante kreuzt.
B [ enthalt keine rote Kante. Farbe leichte Kante blau.

ZLemma. Die blaue Regel halt die Farbinvariante aufrecht. J

Beweis. Alle Kanten ungefirbt = jeder MSB bezeugt Fl.

Sei T minimaler Spannbaum, der Fl bezeugt.
Sei uv € E von blauer Regel ausgewahlte Kante.
1. Fall: uv € E(T) = FI bleibt erhalten.
2. Fall: uv ¢ E(T) = Es gibt Pfad p von u nach vin T.
= p enthalt Kante xy, die Schnitt kreuzt
keine blaue Kante kreuzt = Kante xy ist ungefarbt. X
leichte Kante —> W(Xy) > W(uv)
Wihle E/ = E(T)U{uv} \ {xy}.
= T'=(V(T), E’) ist MSB, der FI bezeugt. [
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Bewels der roten Regel

Farbinvariante (FIl): Es gibt einen MSB T:| | Rote Regel:

B [ enthalt alle blauen Kanten | [Wahle Kreis ohne rote Kante.
B [ enthalt keine rote Kante Farbe groBte ungefarbte Kante auf Kreis rot.

ZLemma. Die rote Regel halt die Farbinvariante aufrecht. J

Beweis. Sei T min. Spannbaum, der Fl bezeugt.
Sei K von roter Regel ausgewahlter Kreis.
Sei uv € E von roter Regel gefarbte Kante.
1. Fall: uv ¢ E(T) = FI bleibt erhalten.
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Bewels der roten Regel

Farbinvariante (FIl): Es gibt einen MSB T:| | Rote Regel:

B [ enthalt alle blauen Kanten | [Wahle Kreis ohne rote Kante.
B [ enthalt keine rote Kante Farbe groBte ungefarbte Kante auf Kreis rot.

ZLemma. Die rote Regel halt die Farbinvariante aufrecht. J

Beweis. Sei T min. Spannbaum, der Fl bezeugt.
Sei K von roter Regel ausgewahlter Kreis.
Sei uv € E von roter Regel gefarbte Kante.
1. Fall: uv ¢ E(T) = FI bleibt erhalten.
2. Fall: uv € E(T)
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Bewels der roten Regel

Farbinvariante (FIl): Es gibt einen MSB T:| | Rote Regel:

B [ enthalt alle blauen Kanten | |Wahle Kreis ohne rote Kante.
B [ enthalt keine rote Kante Farbe groBte ungefarbte Kante auf Kreis rot.

ZLemma. Die rote Regel halt die Farbinvariante aufrecht. J

Beweis. Sei T min. Spannbaum, der Fl bezeugt.
Sei K von roter Regel ausgewahlter Kreis.
Sei uv € E von roter Regel gefarbte Kante.
1. Fall: uv ¢ E(T) = FI bleibt erhalten.

2. Fall: uv € E(T) = E(T)\ {uv} bildet aufspannenden !

Wald mit zwei Baumen [/, T>.
xy & E(T) Seiue [, ve .
= Es gibt Kante xy Zuvin K mitxe /[,y € T>.




12- 26

Bewels der roten Regel

Farbinvariante (FIl): Es gibt einen MSB T:| | Rote Regel:

B [ enthalt alle blauen Kanten | [Wahle Kreis ohne rote Kante.
B [ enthalt keine rote Kante Farbe groBte ungefarbte Kante auf Kreis rot.

ZLemma. Die rote Regel halt die Farbinvariante aufrecht. J

Beweis. Sei T min. Spannbaum, der Fl bezeugt.
Sei K von roter Regel ausgewahlter Kreis.
Sei uv € E von roter Regel gefarbte Kante.
1. Fall: uv ¢ E(T) = FI bleibt erhalten.

2. Fall: uv € E(T) = E(T)\ {uv} bildet aufspannenden !
Wald mit zwei Baumen [/, T>.
xy & E(T) Seiue [, ve .
= Es gibt Kante xy Zuvin K mitxe /[,y € T>.
groBte ungefirbte Kante —> W(xy) S W(UV) ohne rote Kante —> Xy nicht rot
Wahle £/ = T(E) U {xy} \ {uv}. ; y
= T'=(V(T), E") ist MSB, der FI bezeugt. [
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Alle Kanten werden gefarbt

Rote Regel: Blaue Regel:

Wahle Kreis ohne rote Kante Wahle Schnitt, den keine blaue Kante kreuzt
Farbe groBte ungef. Kante auf Kreis rot Farbe leichte Kante blau

Lemma. GREEDYSPANNBAUM firbt alle Kanten. )

Beweis. Blaue Kanten bilden Wald B (ggfs. isolierte Knoten)
Sei uv ungefarbte Kante

1. Fall: uv verbindet Knoten eines Baumes aus B

Wahle Kreis C: Pfad in B von v zu u + Kante uv
= Kanten auf C alle blau bis auf uv
= rote Regel anwendbar
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Alle Kanten werden gefarbt

Rote Regel: Blaue Regel:

Wahle Kreis ohne rote Kante Wahle Schnitt, den keine blaue Kante kreuzt
Farbe groBte ungef. Kante auf Kreis rot Farbe leichte Kante blau

Lemma. GREEDYSPANNBAUM firbt alle Kanten. )

Beweis. Blaue Kanten bilden Wald B (ggfs. isolierte Knoten)
Sei uv ungefarbte Kante
1. Fall: uv verbindet Knoten eines Baumes aus B

Wahle Kreis C: Pfad in B von v zu u + Kante uv
= Kanten auf C alle blau bis auf uv
= rote Regel anwendbar

2. Fall: uv verbindet unterschiedliche Baume aus B

= es gibt Schnitt ohne blaue Kanten
= blaue Regel anwendbar
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Alle Kanten werden gefarbt

Rote Regel: Blaue Regel:

Wahle Kreis ohne rote Kante Wahle Schnitt, den keine blaue Kante kreuzt
Farbe groBte ungef. Kante auf Kreis rot Farbe leichte Kante blau

iLemma. GREEDYSPANNBAUM farbt alle Kanten. ]

Beweis. Blaue Kanten bilden Wald B (ggfs. isolierte Knoten)
Sei uv ungefarbte Kante

1. Fall: uv verbindet Knoten eines Baumes aus B

Wahle Kreis C: Pfad in B von v zu u + Kante uv
= Kanten auf C alle blau bis auf uv
= rote Regel anwendbar

2. Fall: uv verbindet unterschiedliche Baume aus B
= es gibt Schnitt ohne blaue Kanten

= blaue Regel anwendbar

Was wenn alle Kanten auf Schnitt rot?
Widerspruch zu uv ungefarbt % (]
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Der Algorithmus von Jarnik-Prim (1930/1957)

S =15} 588
E'= 152
while not S == V(G) do Pl
Wahle Schnitt (S, V(G) \ 5). Blaue Regel )
Farbe leichte Kante uv blau (u e S,v e V(G)\ 95). ;%
S=S5uU{v} e gdg
E'=E"U{uv} t%ﬁ
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Der Algorithmus von Jarnik-Prim (1930/1957)

S =15} 588
E'= 152
while not S == V(G) do Pl
Wahle Schnitt (5, V(G) \ 5) Blaue Regel ><5“
Farbe leichte Kante uv blau (u e S,v e V(G)\ 95). ;%
S=5Su{v} e gdg
E'=E"U{uv} t%fg
Farbe alle anderen Kanten rot. Rote Regel 585
return £’ € -
Laufzeit?

Wie DIJKSTRA!
= O((E -+ V) log V) [HEAP/RS-BAUM]
= O(E + V' log V) (FiBONACCIHEAP)
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Der Algorithmus von Kruskal (1956)

KRUSKAL(Graph G, Weights w: E(G) — Rxg))

E= _68
Sortiere E(G) nicht-absteigend nach Gewicht w. N
foreach uv € E(G) do (in sortierter Reihenfolge) EE)
if £/ U {uv} enthilt keinen Kreis then - 8
Farbe uv blau. Blaue Regel | =7
E'=E"U{uv} 2

else

___________________________________________________________________________________________________
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Der Algorithmus von Kruskal (1956)

KRUSKAL(Graph G, Weights w: E(G) — Rx>g))

E =0 08
Sortiere E(G) nicht-absteigend nach Gewicht w. N
foreach uv € E(G) do (in sortierter Reihenfolge) EE)
if £/ U {uv} enthilt keinen Kreis then - 8
Firbe uv blau. Blaue Regel 2 ¥
E'=E"U{uv} 8
else
Farbe uv rot. Rote Regel
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Der Algorithmus von Kruskal (1956)

KRUSKAL(Graph G, Weights w: E(G) — Rxg))

E= _68
Sortiere E(G) nicht-absteigend nach Gewicht w. N
foreach uv € E(G) do (in sortierter Reihenfolge) éé
if £/ U {uv} enthilt keinen Kreis then - 8
Farbe uv blau. Blaue Regel | =7
E'=E"U{uv} 2
else
Farbe uv rot. Rote Regel
~retun £
Laufzeit?
O(E log V)

O(E - a(V)) falls vorsortiert




UNIONFIND Datenstruktur

Datenstruktur fiir halbdynamische Mengen

Die halbdynamischen Mengen zerlegen immer eine Grundmenge X

Drei Operationen:

legt die Menge {x} an.

- .-y
L 4 ~a

O
FIND(Element x) liefert (Zeiger auf) die Menge
o v L 0"\‘f_zurijck, die momentan x enthalt.
% o: ‘o %% .

~
~ LS -
____________

______________________ vereinigt die Mengen, die
L0 o ® momentan x und y enthalten.

ey .
-
......
----------

16 - 22

[(wachsen nur, schrumpfen nicht)]

((bei Kruskal: X = V)]

Beispiel.

---------

---------

------------
- .~

*

A

-
--------------

B FinD(1) = FIND(3)7?
= true

B FinD(2) = FIND(4)7
= false



Anpassung Kruskal

E' = Vv € V : MAKE(v)
Sortiere E nicht-absteigend nach Gewicht |
foreach uv € E do (in sortierter Reihenfolge)

Joseph Bernard Kruskal, Jr.

*1928 New York, NY
12010 Maplewood, NJ

if £/ U{uv} enthilt keinen Kreis then  if FinD(u) 4 Finp(v)

Farbe uv blau Blaue Regel !

E'=E'U{uv} UNION(u, v)

else

 Férbe uv rot Rote Regel

CretunE
Laufzeit?
O(E log V)

O(E - a(V)) falls vorsortiert




Realisierung Union-Find-DS

Baumstruktur fiir jede Menge

UNION(Elem. x, Elem. y) vereinigt die Mengen, die

-----------------------
L 4 e

e I momentan x und y enthalten.

.....
- -
-y -

----------

= Hange einen Baum an den anderen:

+ ) =

-
----------
~ L 4

FIND(Element x) /Iiefert (Zeiger auf) die Menge

) zurtick, die momentan x enthalt.

PR

~

~ 'S -
____________

= Laufe zur Wurzel, gib Wurzel zuriick.

18- 20

Beispiel.
O O ©o0 o
1 2 3 4

B UNION(L,2)

@) @)
55
1
B UNION(2, 3)

£

1
m Finp(1)? = 3
B Finp(3)? = 3

B FinD(1) = FIND(3)
= true

~0
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/wel Verbesserungen

UNION(Elem. x, Elem. y) vereinigt die Mengen, die

-----------------------
L 4 e

e I momentan x und y enthalten.

~~. e?
L

~n'n e

----------

Union-by-Rank: Fiihre die Op. so aus, dass der neue 4 f}) _
Baum moglichst geringe Tiefe hat
= Hange Baum mit kleinerer

Tiefe an den mit groBerer.

FIN[?_(_EIement X) liefert (Zeiger auf) die Menge
"""" fzurijck, die momentan x enthalt.

L
~ LS Pa g
-----------

Pfadkompression: Laufe zur Wurzel r, merke alle . .
besuchten Knoten und mache sie 4{% — @
zu Kindern von r
X



‘nicht klausurrelevant 20 - 18

Kosten fur Union-Find

‘Satz. Kosten fiir m x FIND und n x UNION:
B O(n+ mlogn) mit Union-by-Rank

B O(n+ m-«a(n)) mit Union-by-Rank und Pfadkompression (_Q(n + m-a(n)) ist untere
Schranke fiir Union-Find

\.

B «(n) ist die inverse Ackermannfunktion ot
m oy(n) = [n/2] i [Tarjan 79])
B ak(n) = ,wie oft muss ich a_1(n) auf n anwenden, um auf 1 zu kommen?"*
B ay(n) = [logn] .
) 0 wenn n < 1 z.B. log* (22" ) = log*(65536) = 4
" as(n) = log'(n) = 1+ log*(logn) sonst |0g*(22222) = log™(29°%) = 5

Va

~ 7. 1019729

0 wenn n < 1

2
92

B ay(n) =log™ (n) = { 2
- a(n) < 4 fir n < 22’ ~ 1010

B «o(n) ist das kleinste k, so dass ax(n) < 3 AN 72 mal
a(n) <5 fiir n < 22 mal

1+ log™ (log™ n) sonst

1019729
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Ubersicht: Algorithmen fiir minimale Spannbiume

JARNIK-PRIM

B geht (wie DIJKSTRA / BES)
wellenformig von einem Startknoten aus,

B aktuelle Kantenmenge zusammenhangend,

B Laufzeit O(E + Vlog V).

KRUSKAL

B bearbeitet Kanten nach aufsteigendem
(genauer: nicht-absteig.) Gewicht,

®m nach Einfligen der /. Kante gibt es
n—i Zusammenhangskomponenten,

B Laufzeit O(E log V) oder
O(E - a(V)) falls vorsortiert.

O@& 0
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