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Geht das besser?
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rAufgabe.
Schreiben Sie die Funktion
' MINIMUM in Pseudocode.
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Auswahl per Teile & Herrsche

Zur Erinnerung... Finde i.-kleinstes Element in A[/...r]!
| 6%])1%\41?ESDORT(A ¢=1r=A. length) ;RANDOMIZEDSELECT(int[] A, int /, int r, int /)
if / < r then | if == r then return A[/]
RANDOMIZED - .
m = PARTITION(A, /, r) |1 m = RANDOMIZEDPARTITION(A, ¢, r)
QUICKSORT(A, /, m — 1) | k=m—Ll+1
. QUICKSORT(A, m+1,r) '
DI S
A
b f
14 m r




Auswahl per Teile & Herrsche

Zur Erinnerung... Finde i.-kleinstes Element in A[/...r]!
| RQA{IJ]}%&I%DORT(A ¢=1r=A. length) ;RANDOMIZEDSELECT(int[] A, int /, int r, int /)
if / < r then | if == r then return A[/]
RANDOMIZED - .
m = PARTITION(A, /, r) |1 m = RANDOMIZEDPARTITION(A, ¢, r)
QUICKSORT(A, g, m — 1) i ; k=m-—/ -+ 1 [Rang von A[m] in A[Z ... ] ]
. QUICKSORT(A, m+1,r) |
DI S
A
b f
14 m r




Auswahl per Teile & Herrsche

Zur Erinnerung... Finde /.-kleinstes Element in A[/...r]!
| RQA{IJ]}%&I%DORT(A ¢=1r=A. length) ;RANDOMIZEDSELECT(int[] A, int /, int r, int /)
if / < r then | if == r then return A[/]
RANDOMIZED - .
m = PARTITION(A, /, r) |1 m = RANDOMIZEDPARTITION(A, ¢, r)
QUICKSORT(A, f, m — 1) i ; k=m-—/ -+ 1 [Rang von A[m] in A[Z ... ] ]
. QUICKSORT(A, m + 1, r) | it/ ==k then
DR SN  else
A
b f
14 m r i




Auswahl per Teile & Herrsche

Zur Erinnerung... Finde i.-kleinstes Element in A[/...r]!
| RQA{IJ]}%&I%DORT(A ¢=1r=A. length) ;RANDOMIZEDSELECT(int[] A, int /, int r, int /)
if / < r then | if == r then return A[/]
RANDOMIZED - .
m = PARTITION(A, /, r) |1 m = RANDOMIZEDPARTITION(A, ¢, r)
QUICKSORT(A, g, m — 1) i ; k=m-—/ -+ 1 [Rang von A[m] in A[Z ... ] ]
| QUICKSORT(A, m+1, r) | if /== k then
R | return A[m]
DR SN  else
A
b f
¢ m r i




Auswahl per Teile & Herrsche

Zur Erinnerung... Finde i.-kleinstes Element in A[/...r]!
| RQA{IJ]}%&I%DORT(A ¢=1r=A. length) ;RANDOMIZEDSELECT(int[] A, int /, int r, int /)
if / < r then | if == r then return A[/]
RANDOMIZED - .

m = PARTITION(A, /, r) |1 m = RANDOMIZEDPARTITION(A, ¢, r)

QUICKSORT(A, g, m — 1) i ; k=m-—V/ +1 [Rang von A[m] in A[Z ... ] ]
| QUICKSORT(A, m+1, r) | if /== k then
R | return A[m]

DR SN  else

if / < k then

~ —>
—p
e
®
7
®
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Auswahl per Teile & Herrsche

Zur Erinnerung... Finde /.-kleinstes Element in A[/...r]!
| RQA{IJ]}%&I%DORT(A ¢=1r=A. length) ;RANDOMIZEDSELECT(int[] A, int /, int r, int /)
if / < r then | if == r then return A[/]
RANDOMIZED - .
m = PARTITION(A, /, r) |1 m = RANDOMIZEDPARTITION(A, ¢, r)
QUICKSORT(A, g, m — 1) i ; k=m-—/ -+ 1 [Rang von A[m] in A[Z ... ] ]
| QUICKSORT(A, m+1, r) | i ==k then
R | return A[m]
- K, ;  else
< Alm > Alm | L
< A[m] ) A[ ] R | if | < k then
A |
4 4 A else
14 m r B .




Auswahl per Teile & Herrsche

Zur Erinnerung...

' RANDOMIZED

QUICKSORT(A,/ =1,r = A. length)
if / < r then

RANDOMIZED

m = PARTITION(A, /, r)
QUICKSORT(A, /, m — 1)
. QUICKSORT(A, m+1,r)

» >

<Alm] > A[m]

T r ~
A

b f

¢ m r

Finde i.-kleinstes Element in A[/. .. r]!

;RANDOMIZEDSELECT(int[]A, int /, int r, int /)

if / == r then return A[/]
m = RANDOMIZEDPARTITION(A, /, r)
k=m— {0+ 1 [(Rangvon Alm]in A[(...r]]
if | == k then
return A[m]
else
if /| < k then
| return RSELECT(A,/, m—1, )
else
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Auswahl per Teile & Herrsche

Zur Erinnerung...

' RANDOMIZED

QUICKSORT(A,/ =1,r = A. length)
if / < r then

RANDOMIZED

m = PARTITION(A, /, r)
QUICKSORT(A, (, m — 1)
. QUICKSORT(A, m+1,r)

» >

<Alm] > A[m]

T r ~
A

b f

¢ m r

Finde i.-kleinstes Element in A[/. .. r]!

;RANDOMIZEDSELECT(int[]A, int /, int r, int /)

if / == r then return A[/]
m = RANDOMIZEDPARTITION(A, /, r)
k=m— {0+ 1 [(Rangvon Alm]in A[(...r]]
if | == k then
return A[m]
else
if /| < k then
| return RSELECT(A,/, m—1, )
else
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Auswahl per Teile & Herrsche

Zur Erinnerung... Finde /.-kleinstes Element in A[/...r]!
| RQA{IJDI%?%DORT(A ¢=1r=A. length) ;RANDOMIZEDSELECT(int[] A, int /, int r, int /)
if / < r then | if == r then return A[/]
RANDOMIZED - .
m = PARTITION(A, /, r) |1 m = RANDOMIZEDPARTITION(A, ¢, r)
QUICKSORT(A, g, m — 1) i ; k=m-—1/ -+ 1 [Rang von A[m] in A[Z ... ] ]
| QUICKSORT(A, m+1, r) | i ==k then
R | return A[m]
Sl " > A o
< Al > Alm | if / < k then
A B T | return RSELECT(A,/, m—1, )
4 A A | else
/ m r | return RSELECT(A, m+1,r,/ — k)




Auswahl per Teile & Herrsche

Zur Erinnerung... Finde /.-kleinstes Element in A[/...r]!
| RQA{IJDI%?%DORT(A ¢=1r=A. length) ;RANDOMIZEDSELECT(int[] A, int /, int r, int /)
if / < r then | if == r then return A[/]
RANDOMIZED - .
m = PARTITION(A, /, r) |1 m = RANDOMIZEDPARTITION(A, ¢, r)
QUICKSORT(A, g, m — 1) i ; k=m-—1/ -+ 1 [Rang von A[m] in A[Z ... ] ]
| QUICKSORT(A, m+1, r) | i ==k then
R | return A[m]
Sl " > A o
< Al > Alm | if / < k then
A B T | return RSELECT(A,/, m—1, )
4 A A | else
/ m r | return RSELECT(A, m+1,r,/ — k)
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= resultierende Zufallsvariable V/(n) ist
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(V(n—1) fallsm=1
V(n—2) falls m=2

V(1) = Vear(n) £ 4 V([2])  falls m= [ 2] +1
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Laufzeitanalyse
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Laufzeitanalyse
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Laufzeitanalyse
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falls m=n
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Laufzeitanalyse
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\
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Laufzeitanalyse
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N—— ‘
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Laufzeitanalyse

Anzahl Vergleiche von RANDOMIZEDSELECT ist ZV; hangt von n und / ab.
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1 m n
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Substitutionsmethode

Wir schreiben f(n) fiir E[V/(n)].
Dann gilt f(n) < n+ 2 Zz;in/zj f(k)

Wir wollen priifen, ob es ein ¢ > 0 gibt, so dass f(n) < cn. |Beweis per Induktion.
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10 - 10

Substitutionsmethode

Wir schreiben f(n) fiir E[V/(n)].
Dann gilt f(n) < n+ 2 Zz;in/zj f(k)
Wir wollen priifen, ob es ein ¢ > 0 gibt, so dass f(n) < cn. |Beweis per Induktion.

Also: f( )< n-—+ = Zk [n/2] c-k [Iaut Induktionsannahme]
= 2 (0 L2
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Substitutionsmethode

Wir schreiben f(n) fiir E[V/(n)].
Dann gilt f(n) < n+ 2 Zz;in/zj f(k)
Wir wollen priifen, ob es ein ¢ > 0 gibt, so dass f(n) < cn. |Beweis per Induktion.

I ”(”2“) arithmetische Reihe

Also: f( )< n-—+ = Zk [n/2] c-k [Iaut Induktionsannahme]
= 2 (0 L2
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Substitutionsmethode

Wir schreiben f(n) fiir E[V/(n)].
Dann gilt f(n) < n+ 2 Zz;in/zj f(k)
Wir wollen priifen, ob es ein ¢ > 0 gibt, so dass f(n) < cn. |Beweis per Induktion.

I ”(”2“) arithmetische Reihe

Also: f( ) <n+ =% Zk [n/2] c-k [Iaut Induktionsannahme]

— g 2 (0 b2t

—ny X (n(nz—l) — Lo21p/21-1)

ElV(n] <n—1+2-13517 12 EIV(K)]



10 - 13
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Wir schreiben f(n) fiir E[V/(n)].
Dann gilt f(n) < n+ 2 Zz;in/zj f(k)
Wir wollen priifen, ob es ein ¢ > 0 gibt, so dass f(n) < cn. |Beweis per Induktion.
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Substitutionsmethode

Wir schreiben f(n) fiir E[V/(n)].
Dann gilt f(n) < n+ 2 Zz;in/zj f(k)
Wir wollen priifen, ob es ein ¢ > 0 gibt, so dass f(n) < cn. |Beweis per Induktion.

I ”(”2“) arithmetische Reihe

Also: f( ) <n+ =% Zk [n/2] c-k [Iaut Induktionsannahme]

— 20 o 2t g
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Substitutionsmethode

Wir schreiben f(n) fiir E[V/(n)].
Dann gilt f(n) < n+ 2 Zz;in/zj f(k)
Wir wollen priifen, ob es ein ¢ > 0 gibt, so dass f(n) < cn. |Beweis per Induktion.

I ”(”2“) arithmetische Reihe

Also: f( ) <n+ =% Zk [n/2] c-k [Iaut Induktionsannahme]

— 20 o 2t g
2%¢ ( n(h—1 n/2((|n/2|—1
:”+n((2 )_L/J(Lz/J ))

<n+ =(n(n—1)—(n/2 —1)(n/2 — 2))
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Substitutionsmethode

Wir schreiben f(n) fiir E[V/(n)].
Dann gilt f(n) < n+ 2 Zz;in/zj f(k)
Wir wollen priifen, ob es ein ¢ > 0 gibt, so dass f(n) < cn. |Beweis per Induktion.

I ”(”2“) arithmetische Reihe

Also: f( ) <n+ =% Zk [n/2] c-k [Iaut Induktionsannahme]

— 20 o 2t g
2%¢ ( n(h—1 n/2((|n/2|—1
:”+n((2 )_L/J(Lz/J ))

<n+ =(n(n—1)—(n/2 —1)(n/2 — 2))
=n+c(n—1-n/4+3/2 )

ElV(n] <n—1+2-13517 12 EIV(K)]
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Substitutionsmethode

Wir schreiben f(n) fiir E[V/(n)].
Dann gilt f(n) < n+ 2 Zz;in/zj f(k)
Wir wollen priifen, ob es ein ¢ > 0 gibt, so dass f(n) < cn. |Beweis per Induktion.

I ”(”2“) arithmetische Reihe
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— 20 o 2t g
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Substitutionsmethode

Wir schreiben f(n) fiir E[V/(n)].
Dann gilt f(n) < n+ 2 Zz;in/zj f(k)
Wir wollen priifen, ob es ein ¢ > 0 gibt, so dass f(n) < cn. |Beweis per Induktion.

I ”(”2“) arithmetische Reihe

Also: f( ) <n+ =% Zk [n/2] c-k [Iaut Induktionsannahme]

— 20 o 2t g
2%¢ ( n(h—1 n/2((|n/2|—1
:”+n((2 )_L/J(Lz/J ))

<n+ =(n(n—1)—(n/2 —1)(n/2 — 2))
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Substitutionsmethode

Wir schreiben f(n) fiir E[V/(n)].
Dann gilt f(n) < n+ 2 Zz;in/zj f(k)
Wir wollen priifen, ob es ein ¢ > 0 gibt, so dass f(n) < cn. |Beweis per Induktion.

I ”(”2“) arithmetische Reihe
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— 20 o 2t g
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Substitutionsmethode

Wir schreiben f(n) fiir E[V/(n)].
Dann gilt f(n) < n+ 2 Zz;in/zj f(k)
Wir wollen priifen, ob es ein ¢ > 0 gibt, so dass f(n) < cn. |Beweis per Induktion.

I ”(”2“) arithmetische Reihe
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4 260l sl gy

—n4+ 2nc (”(nz—l) _ L”/2J(Lg/2J—1))
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Substitutionsmethode

Wir schreiben f(n) fiir E[V/(n)].
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Substitutionsmethode

Wir schreiben f(n) fiir E[V/(n)].
Dann gilt f(n) < n+ 2 Zz;in/zj f(k)
Wir wollen priifen, ob es ein ¢ > 0 gibt, so dass f(n) < cn. |Beweis per Induktion.

I ”(”2“) arithmetische Reihe

Also: f( ) <n+ =% Zk [n/2] c-k [Iaut Induktionsannahme]

— 20 o 2t g
2%¢ ( n(h—1 n/2((|n/2|—1
:”+n((2 )_L/J(Lz/J ))
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Substitutionsmethode

Wir schreiben f(n) fiir E[V/(n)].
Dann gilt f(n) < n+ 2 Zz;in/zj f(k)
Wir wollen priifen, ob es ein ¢ > 0 gibt, so dass f(n) < cn. |Beweis per Induktion.

I ”(”2“) arithmetische Reihe

Also: f( ) <n+ =% Zk [n/2] c-k [Iaut Induktionsannahme]

— 20 o 2t g
2%¢ ( n(h—1 n/2((|n/2|—1
:”+n((2 )_L/J(Lz/J ))
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n—2
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Substitutionsmethode

Wir schreiben f(n) fiir E[V/(n)].
Dann gilt f(n) < n+ 2 Zz;in/zj f(k)
Wir wollen priifen, ob es ein ¢ > 0 gibt, so dass f(n) < cn. |Beweis per Induktion.

I ”(”2“) arithmetische Reihe

Also: f( ) <n+ =% Zk [n/2] c-k [Iaut Induktionsannahme]

20yl

—n+ 2 (n(n2—1) _ Ln/ZJ(Lg/2J—1))

<t € (n(n—1) = (n/2— 1)(n/2 - 2))
=n C(n—l—n/4—|—3/2 )§n—|—c-3”:2
=cn+(n— —2) < cn
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Substitutionsmethode

Wir schreiben f(n) fiir E[V/(n)].
Dann gilt f(n) < n+ 2 Zz;in/zj f(k)
Wir wollen priifen, ob es ein ¢ > 0 gibt, so dass f(n) < cn. |Beweis per Induktion.

I ”(”2“) arithmetische Reihe

Also: f( ) <n+ =% Zk [n/2] c-k [Iaut Induktionsannahme]

= n+ =( Tk — ZL”/ZJ - k)
B, (n<n2—1) - lop2l(z21n)
<n+€(n(n—1) — (n/2— 1)(n/2 - 2))
=n C(n—l—n/4—|—3/2 )§n—|—c-3”:2
—cn+(n— =2) < cn fallsc > 2 =
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Substitutionsmethode

Wir schreiben f(n) fiir E[V/(n)].
Dann gilt f(n) < n+ 2 Zz;in/zj f(k)
Wir wollen priifen, ob es ein ¢ > 0 gibt, so dass f(n) < cn. |Beweis per Induktion.

I ”(”2“) arithmetische Reihe

Also: f( ) <n+ =% Zk [n/2] c-k [Iaut Induktionsannahme]

4 260l sl gy
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Substitutionsmethode

Wir schreiben f(n) fiir E[V/(n)].
Dann gilt f(n) < n+ 2 Zz;in/zj f(k)
Wir wollen priifen, ob es ein ¢ > 0 gibt, so dass f(n) < cn. |Beweis per Induktion.

I ”(”2“) arithmetische Reihe

Also: f( ) <n+ =% Zk [n/2] c-k [Iaut Induktionsannahme]

= n+ =( Lk — b2l k)

B (n<n2—1) UCIEELY
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Substitutionsmethode

Wir schreiben f(n) fiir E[V/(n)].
Dann gilt f(n) < n+ 2 Zz;in/zj f(k)
Wir wollen priifen, ob es ein ¢ > 0 gibt, so dass f(n) < cn. |Beweis per Induktion.

I ”(”2“) arithmetische Reihe

Also: f( ) <n+ =% Zk [n/2] c-k [Iaut Induktionsannahme]

— 20 o 2t g
2%¢ ( n(h—1 n/2((|n/2|—1
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<t £(n(n—1) — (n/2 — 1)(n/2 — 2))
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_ 4n  __ 4 N
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Substitutionsmethode

Wir schreiben f(n) fiir E[V/(n)].
Dann gilt f(n) < n+ 2 Zz;in/zj f(k)
Wir wollen priifen, ob es ein ¢ > 0 gibt, so dass f(n) < cn. |Beweis per Induktion.

I ”(”2“) arithmetische Reihe

Also: f( ) <n+ =% Zk [n/2] c-k [Iaut Induktionsannahme]

— 20 o 2t g
2%¢ ( n(h—1 n/2((|n/2|—1
:”+n((2 )_L/J(Lz/J ))

<t £(n(n—1) — (n/2 — 1)(n/2 — 2))
=n C(n—l—n/4—|—3/2 ) < n+c- 2Lt
_ 4n  __ 4 N
=cn+(n—c-22) < cn _faIIs c> = 1 4+
-m C.=
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Substitutionsmethode

Wir schreiben f(n) fiir E[V/(n)].
Dann gilt f(n) < n+ 2 Zz;in/zj f(k)
Wir wollen priifen, ob es ein ¢ > 0 gibt, so dass f(n) < cn. |Beweis per Induktion.

I ”(”2“) arithmetische Reihe

Also: f( ) <n+ =% Zk [n/2] c-k [Iaut Induktionsannahme]

— 20 o 2t g
2%¢ ( n(h—1 n/2((|n/2|—1
:”+n((2 )_L/J(Lz/J ))

<t £(n(n—1) — (n/2 — 1)(n/2 — 2))
=n C(n—l—n/4—|—3/2 ) < n+c- 2Lt
_ 4n  __ 4 N
=cn+(n—c-22) < cn _faIIs c> = 1 4+
-m C.=

E[V(n)] <n—1+2-25070  E[V(K)] < (4+¢)n [fa||snz§+2]
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Substitutionsmethode

Wir schreiben f(n) fiir E[V/(n)].
Dann gilt f(n) < n+ 2 Zz;in/zj f(k)
Wir wollen priifen, ob es ein ¢ > 0 gibt, so dass f(n) < cn. |Beweis per Induktion.

I ”(”2“) arithmetische Reihe

Also: f( ) <n+ =% Zk [n/2] c-k [Iaut Induktionsannahme]

— 20 o 2t g
2%¢ ( n(h—1 n/2((|n/2|—1
:”+n((2 )_L/J(Lz/J ))

<n+ =(n(n—1)—(n/2 —1)(n/2 — 2))
=n C(n—l—n/4—|—3/2 )<n+c-3”32
=cn+(n—c-232) < cn falls c > 2 = 1_‘;/” >y 4T
Fir jedes € > 0 gilt: - n— oo
:

E[V(n)] <n—1+2-25070  E[V(K)] < (4+¢)n [fa||snz§+2]




Ergebnis und Diskussion

11 -

Satz.

Das Auswahlproblem kann in erwartet linearer Zeit gelost werden.




Ergebnis und Diskussion

11 -

Satz.

Das Auswahlproblem kann in erwartet linearer Zeit gelost werden.

Genauer:



Ergebnis und Diskussion

11 -

Satz.

Das Auswahlproblem kann in erwartet linearer Zeit gelost werden.

Genauer: Fiir jedes € > 0 gilt, dass man in einer Folge von n > g + 2 Zahlen die /.-kleinste

Zahl (1 </ < n) mit erwartet (4 + €)n Vergleichen finden kann.



Ergebnis und Diskussion

11 -

Satz.

Das Auswahlproblem kann in erwartet linearer Zeit gelost werden.

Genauer: Fiir jedes € > 0 gilt, dass man in einer Folge von n > g + 2 Zahlen die /.-kleinste

Zahl (1 </ < n) mit erwartet (4 + €)n Vergleichen finden kann.



11 -

Ergebnis und Diskussion

Satz. Das Auswahlproblem kann in erwartet linearer Zeit gelost werden.

Genauer:  Fijr jedes ¢ > 0 gilt, dass man in einer Folge von n > g + 2 Zahlen die /.-kleinste
Zahl (1 </ < n) mit erwartet (4 + €)n Vergleichen finden kann.

Frage:



11 -

Ergebnis und Diskussion

Satz. Das Auswahlproblem kann in erwartet linearer Zeit gelost werden.

Genauer:  Fijr jedes ¢ > 0 gilt, dass man in einer Folge von n > g + 2 Zahlen die /.-kleinste
Zahl (1 </ < n) mit erwartet (4 + €)n Vergleichen finden kann.

Frage: Geht das auch deterministisch, d.h. ohne Zufall?



11 -

Ergebnis und Diskussion

Satz. Das Auswahlproblem kann in erwartet linearer Zeit gelost werden.

Genauer:  Fijr jedes ¢ > 0 gilt, dass man in einer Folge von n > g + 2 Zahlen die /.-kleinste
Zahl (1 </ < n) mit erwartet (4 + €)n Vergleichen finden kann.

Frage: Geht das auch deterministisch, d.h. ohne Zufall?

M.a.W.  Kann man das Auswahlproblem auch im schlechtesten Fall in linearer Zeit
|osen?



Vorbereitung

Wir verwenden wieder Divide & Conquer

12 -



Vorbereitung

Wir verwenden wieder Divide & Conquer —
aber diesmal mit einer garantiert guten Aufteilung in Teilfelder.

12 -



Vorbereitung

Wir verwenden wieder Divide & Conquer —
aber diesmal mit einer garantiert guten Aufteilung in Teilfelder.

d.h. balanciert:

12 -



Vorbereitung

Wir verwenden wieder Divide & Conquer —
aber diesmal mit einer garantiert guten Aufteilung in Teilfelder.

d.h. balanciert:

jede Seite sollte > vn Elem. enthalten, fiir ein festes 0 < v < %

12 -



Vorbereitung

Wir verwenden wieder Divide & Conquer —
aber diesmal mit einer garantiert guten Aufteilung in Teilfelder.

d.h. balanciert:
jede Seite sollte > vn Elem. enthalten, fiir ein festes 0 < v < %

iPARTITION(int[] A, int /, int r)
 pivot = A[r]

=/

for ) =/tor—1do
if A[/] < pivot then
L All]l < Al

=141

All]l < Alr]
return /

12 -



Vorbereitung

Wir verwenden wieder Divide & Conquer —
aber diesmal mit einer garantiert guten Aufteilung in Teilfelder.

d.h. balanciert:
jede Seite sollte > vn Elem. enthalten, fiir ein festes 0 < v < %

iPARTITION’(int[] A, int /, int r)
 pivot = A[r]

=/

for ) =/tor—1do
if A[/] < pivot then
L All]l < Al

i=1i4+1

All]l < Alr]
return /

12 -



Vorbereitung

Wir verwenden wieder Divide & Conquer —

aber diesmal mit einer garantiert guten Aufteilung in Teilfelder.

d.h. balanciert:
jede Seite sollte > vn Elem. enthalten, fiir ein festes 0 < v <

PARTITION ‘(int[] A, int 7, int r, int pzvat)
pivot = Alr]
=/
for ) =/tor—1do
if A[/] < pivot then
L All]l < AlJ]
=141
All]l < Alr]
return /

1
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aber diesmal mit einer garantiert guten Aufteilung in Teilfelder.

d.h. balanciert:

jede Seite sollte > vn Elem. enthalten, fiir ein festes 0 < v < %

iPARTITION’(int[] A, int /, int r, int pivot)
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for ) =/ to r=<% do

if A[/] < pivot then
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I=i+1

Al AT

return /
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Vorbereitung

Wir verwenden wieder Divide & Conquer —
aber diesmal mit einer garantiert guten Aufteilung in Teilfelder.

d.h. balanciert:

jede Seite sollte > vn Elem. enthalten, fiir ein festes 0 < v < %

iPARTITION’(int[] A, int /, int r, int pivot)

1 : 1
| —pavet—AT]
I =4

Wir gehen fiir die Analyse wieder davon aus,

for j=(to r=< do dass alle Elemente verschieden sind.

if A[/] < pivot then
L All]l < AlJ]
I =1+1

Al AT
return /
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return /
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Vorbereitung

Wir verwenden wieder Divide & Conquer —

aber diesmal mit einer garantiert guten Aufteilung in Teilfelder.

d.h. balanciert:

jede Seite sollte > vn Elem. enthalten, fiir ein festes 0 < v < %

PARTITION'(int[] A, int /, int r, int pivot)

i 7"3(,0; —A[T] .
| = | . . . } )
for j = ( to 1> do | dass il Elemente versehioden sind. -+
if A[j] < pivot then O
L All] < Al/] " [ Anzahl der Vergleiche, die PARTITION
L r=i+1 |macht: r—{+1=n
Al <A{T] |

return /
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S:

SELECT(int[] A, int 7, int r, int /)

LECT: deterministisch
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3n 30 X -
falls ¢ > n/10—4 — 1-40/n oo % 30
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Beobachtung. Es geniigt wieder, Vergleiche zu zihlen!
PARTITION: 1n, Sortieren: = ¢ - Vis(5) = 2n Vergleiche

_—

Ansatz. L
V(n) < {V([”/H)JF V(7n/10 +3) + 3n falls n > ny,
O(1) sonst.

Behauptung. Es gibt ¢, ng > 0, so dass fiir alle n > ng gilt: V(n) < cn.

= V(n)<c-(n/5+1)+c-(7n/10+ 3) + 3n
=c-(9n/10+4) +3n =cn+ (3n—c-(n/10 — 4))

40c
c—30

_ 30 . +
falls ¢ > /1o 3= 140/ .52 30

bzw. n >
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Laufzeitanalyse

Beobachtung. Es geniigt wieder, Vergleiche zu zihlen!
PARTITION: 1n, Sortieren: = ¢ - Vis(5) = 2n Vergleiche

Ansatz. /
V(n) < V(|n/5])+ V(7n/10+3) +3n falls n > ny,
O(1) sonst.
Behauptung. Es gibt ¢, ng > 0, so dass fiir alle n > ng gilt: V(n) < cn.
= V(n)<c-(n/5+1)+c-(7n/10+ 3) + 3n
=c-(9n/10+4) +3n =cn+ (3n—c-(n/10 — 4)) c> 3
falls ¢ > /10 7= 1_‘1%/11 — 30T bzw. n > ‘E)go
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Laufzeitanalyse

Beobachtung. Es geniigt wieder, Vergleiche zu zihlen!
PARTITION: 1n, Sortieren: = ¢ - Vis(5) = 2n Vergleiche

Ansatz. —
V() < {gg;m) + V(7n/10 + 3) + 3n £2|r|]sstn > o,
Behauptung. Es gibt ¢, ng > 0, so dass fiir alle n > ng gilt: V(n) < cn.
= V(n)<c-(n/5+1)+c-(7n/10+ 3) + 3n
=c-(9n/10+4) +3n =cn+ (3n—c-(n/10 — 4)) c>
falls ¢ > /10 — 1_3%/11 — 30T bzw. n > zE)go & ¢c(n/10 — 4) > 3n
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Laufzeitanalyse

Beobachtung. Es geniigt wieder, Vergleiche zu zihlen!
PARTITION: 1n, Sortieren: = ¢ - Vis(5) = 2n Vergleiche

Ansatz. —
V() < {gg;m) + V(7n/10 + 3) + 3n £2|r|]sstn > o,
Behauptung. Es gibt ¢, ng > 0, so dass fiir alle n > ng gilt: V(n) < cn.
= V(n)<c-(n/5+1)+c-(7n/10+ 3) + 3n
=c-(9n/10+4) +3n =cn+ (3n—c-(n/10 — 4)) e
falls ¢ > —50—% = 1=a077 =2 307 bzw. n > 255 20 —ac a0




14 - 32

Laufzeitanalyse

Beobachtung. Es geniigt wieder, Vergleiche zu zihlen!
PARTITION: 1n, Sortieren: = ¢ - Vis(5) = 2n Vergleiche

Ansatz.
V(n) < {V([”/H)JF V(7n/10 +3) + 3n falls n > ny,
O(1) sonst.

Behauptung. Es gibt ¢, ng > 0, so dass fiir alle n > ng gilt: V(n) < cn.

= V(n)<c-(n/5+1)+c-(7n/10+ 3) + 3n

:C(9n/10—|—4)—|-3n :Cn+(3n_c(n/10_4)) c 2> /104

- & ¢c(n/10 —4) > 3n
bzw. n > 15)30 < cn/10 —4¢c—3n>0
& n(c/10 — 3) > 4c

\

_ 30 +
falls ¢ > /1o 3= 140/ .52 30
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Laufzeitanalyse

Beobachtung. Es geniigt wieder, Vergleiche zu zihlen!
PARTITION: 1n, Sortieren: = ¢ - Vis(5) = 2n Vergleiche

Ansatz.
V(n) < {V([”/H)JF V(7n/10 +3) + 3n falls n > ny,
O(1) sonst.

Behauptung. Es gibt ¢, ng > 0, so dass fiir alle n > ng gilt: V(n) < cn.

= V(n)<c-(n/5+1)+c-(7n/10+ 3) + 3n

:C(9n/10—|—4)—|-3n :Cn+(3n_c(n/10_4)) c 2> /104

- & ¢(n/10 —4) > 3n
bzw. n > 15)30 < cn/10 —4c—3n>0
& n(c/10 —3) > 4c
Sn 2z /10 3

_ 30 . +
falls ¢ > /1o 3= 140/ .52 30
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Laufzeitanalyse

Beobachtung. Es geniigt wieder, Vergleiche zu zihlen!
PARTITION: 1n, Sortieren: = ¢ - Vis(5) = 2n Vergleiche

Ansatz. —
V() < {ggl;/w) + V(7n/10 + 3) + 3n £2|r|]sstn > o,
Behauptung. Es gibt ¢, ng > 0, so dass fiir alle n > ng gilt: V(n) < cn.
= V(n)<c-(n/5+1)+c-(7n/10+ 3) + 3n
=c-(9n/10+4) +3n =cn+ (3n—c-(n/10 — 4)) e
falls ¢ > —50—% = 1=a077 =2 307 bzw. n > 255 20 —ac “ams 0

= n(c/lO —3) > 4c
S nz /10 3
40c
c—30

& n >
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Laufzeitanalyse

Beobachtung. Es geniigt wieder, Vergleiche zu zihlen!
PARTITION: 1n, Sortieren: = ¢ - Vis(5) = 2n Vergleiche

Ansatz.
V(n) < V((In/5]) + V(7n/10 +3) +3n falls n > no,

O(1) sonst.
Behauptung. Es gibt ¢, ng > 0, so dass fiir alle n > nq gilt: V(n) < cn.

= V(n)<c-(n/5+1)+c-(7n/10+ 3) + 3n

=c-(9n/10 + 4) + 3n =cn+(3n—C°("/10—4)) > 76—z

- & ¢(n/10 —4) > 3n
bzw. n > 15)30 < cn/10 —4¢c—3n>0
| | & n(c/lO —3) > 4c
= fiir jedes € > 0 gilt: V(n) <(30+¢)-n & n> e

b 40c
C &S n 2> p—T

\

_ 30 +
falls ¢ > /1o 3= 140/ .52 30
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Laufzeitanalyse

Beobachtung. Es geniigt wieder, Vergleiche zu zihlen!
PARTITION: 1n, Sortieren: = ¢ - Vis(5) = 2n Vergleiche

Ansatz.
V(n) < V((In/5]) + V(7n/10 +3) +3n falls n > no,

O(1) sonst.
Behauptung. Es gibt ¢, ng > 0, so dass fiir alle n > nq gilt: V(n) < cn.

= V(n)<c-(n/5+1)+c-(7n/10+ 3) + 3n

=c-(9n/10 + 4) + 3n =cn+(3n—C°("/10—4)) > 76—z

- & ¢c(n/10 —4) > 3n
bzw. n > @30 <:>zn/10—4c—3n20
& n(c/lO —3) > 4c
= fiir jedes € > 0 und n > 1200+40 gilt: V(n) <(30+¢)-n S N> e

b 40c
C &S n 2> p—T

\

_ 30 +
falls ¢ > /1o 3= 140/ .52 30
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Laufzeitanalyse

Beobachtung. Es geniigt wieder, Vergleiche zu zihlen!
PARTITION: 1n, Sortieren: = ¢ - Vis(5) = 2n Vergleiche

Ansatz.
V(n) < V((In/5]) + V(7n/10 +3) +3n falls n > no,

O(1) sonst.
Behauptung. Es gibt ¢, ng > 0, so dass fiir alle n > nq gilt: V(n) < cn.

= V(n)<c-(n/5+1)+c-(7n/10+ 3) + 3n

=c-(9n/10 + 4) + 3n =cn+(3n—C°("/10—4)) > 76—z

- & ¢c(n/10 —4) > 3n
bzw. n > 15)30 < cn/10 —4c—3n>0
& n(c/lO —3) > 4c
= fir jedes e > 0 und n > 1200 + 40 gilt: V(n) < (80 +¢)-n S N> e

40c
&S n 2> p—T

\

_ 30 +
falls ¢ > /1o 3= 140/ .52 30
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Laufzeitanalyse

Beobachtung. Es geniigt wieder, Vergleiche zu zihlen!
PARTITION: 1n, Sortieren: = ¢ - Vis(5) = 2n Vergleiche

Ansatz.
V(n) < V((In/5]) + V(7n/10 +3) +3n falls n > no,

O(1) sonst.
Behauptung. Es gibt ¢, ng > 0, so dass fiir alle n > nq gilt: V(n) < cn.

= V(n)<c-(n/5+1)+c-(7n/10+ 3) + 3n

=c-(9n/10 + 4) + 3n =cn+(3n—C°("/10—4)) > 76—z

- < ¢(n/10 —4) > 3n
bzw. n > Z5)30 <:>zn/10—4c—3n20
& n(c/lO —3) > 4c
= fir jedes e > 0 und n > 1200%—40 gilt: V(n) <(80+¢):-n S N> e

40c
&S n 2> p—T

\

_ 30 +
falls ¢ > /1o 3= 140/ .52 30
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Satz. Das Auswahlproblem kann auch im schlechtesten Fall in linearer Zeit gelost werden.

Genauer:  Fiir jedes € > 0 gilt, dass man in einer Folge von n > 1200/¢ + 40 Zahlen
die i-kleinste Zahl mit hochstens (30 + £)n Vergleichen finden kann.

B Der Algorithmus LAZYSELECT [Floyd & Rivest, 1975] 16st das Auswahlproblem
mit Wahrscheinlichkeit 1 — O(1/4/n) mit 2n+ o(n) Vergleichen
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Ergebnis und Diskussion

Satz. Das Auswahlproblem kann auch im schlechtesten Fall in linearer Zeit gelost werden.

Genauer:  Fiir jedes € > 0 gilt, dass man in einer Folge von n > 1200/¢ + 40 Zahlen
die i-kleinste Zahl mit hochstens (30 + £)n Vergleichen finden kann.

® Der Algorithmus LAZYSELECT [Floyd & Rivest, 1975] st das Auswahlproblem {Zufail,
mit Wahrscheinlichkeit 1 — O(1/4/n) mit 2n+ o(n) Vergleichen ‘i\‘hilft}}’
7\
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Ergebnis und Diskussion

Satz. Das Auswahlproblem kann auch im schlechtesten Fall in linearer Zeit gelost werden.

Genauer:  Fiir jedes € > 0 gilt, dass man in einer Folge von n > 1200/¢ + 40 Zahlen
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Satz. Das Auswahlproblem kann auch im schlechtesten Fall in linearer Zeit gelost werden.

Genauer:  Fiir jedes € > 0 gilt, dass man in einer Folge von n > 1200/¢ + 40 Zahlen
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Ergebnis und Diskussion

Satz. Das Auswahlproblem kann auch im schlechtesten Fall in linearer Zeit gelost werden.

Genauer:  Fiir jedes € > 0 gilt, dass man in einer Folge von n > 1200/¢ + 40 Zahlen
die i-kleinste Zahl mit hochstens (30 + £)n Vergleichen finden kann.

/
m Der Algorithmus LazySELECT [Floyd & Rivest, 1975] Iést das Auswahlproblem ¥ Zufal

mit Wahrscheinlichkeit 1 — O(1/4/n) mit 2n+ o(n) Vergleichen ‘i\‘tilft}}’
B Die besten deterministischen Auswahl-Algorithmen (sehr kompliziert!) bendtigen

3n Vergleiche im schlechtesten Fall.

B Jeder deterministische Auswahl-Algorithmus benotigt im schlechtesten Fall mindestens
2n Vergleiche.

Satz. Durch Suche des Medians in O(n) Zeit kann QUICKSORT im Worst-Case
in O(nlog n) Zeit sortieren. (Aber die Konstanten in der Laufzeit sind hoch.)




Vergleich Sortieralgorithmen

16-1

Bester Fall Erw. Fall Schl. Fall in-situ stabil
INSERTIONSORT o(n) o(n?) o(n*) \/ \/
SELECTIONSORT o(n?) o(n?) o(n*) \/ X
BUBBLESORT o(n) o(r) o(m) v |/
MERGESORT O(nlogn) | O(nlogn) | O(nlogn) X v
HEAPSORT O(nlogn) | O(nlogn) | O(nlogn) AR {
QUICKSORT O(nlog n) ©(nlog n) e(n%) \/ X
COUNTINGSORT O(n + k) O(n + k) O(n + k) X /
RADIXSORT O(s- (n+1b))|O(s- (n+))| Os- (n+ b)) | X v
BUCKETSORT O(n) O(n)| g™ O(r?) X v

gleichverteilt




Vergleich Sortieralgorithmen

16 -2

Bester Fall Erw. Fall Schl. Fall in-situ stabil
INSERTIONSORT o(n) o(n?) o(n*) \/ \/
SELECTIONSORT o(n?) o(n?) o(n*) \/ X
BUBBLESORT o(n) o(r) o(m) v |/
MERGESORT O(nlogn) | O(nlogn) | O(nlogn) X v
HEAPSORT O(nlogn) | O(nlogn) | &(nlogn) v | X
QUICKSORT O(nlogn) | O(nlogn) | ©(nlogn) V4 X
COUNTINGSORT O(n + k) O(n + k) O(n + k) X /
RADIXSORT O(s- (n+1b))|O(s- (n+))| Os- (n+ b)) | X v
BUCKETSORT O(n) O(n)| g™ O(r?) X v

gleichverteilt
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