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V. — {1 falls der Miinchner nach dem /. Essen zufrieden ist,
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= E[M] = E[}_;M] = > ,E[M] = >, Pr[M; =1]

[Linearitét des /7 [Indikatorvariab/la

3) i1+ <1+ Inn harmonische Reihe

Erwartungswerts TS

= >",2 < 1+Inn
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E[F] = >, Pr[f =1] = 27:1%: >

M.a.W.: man kann erwarten, dass der Franke exponentiell zufriedener ist als der Miinchner!
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Beobachtung. Statt der durchschnittlichen Laufzeit iiber alle Permutationen konnen wir
auch die erwartete Laufzeit einer zufalligen Permutation betrachten.

Warum?
Betrachte Definition:

E[T]= X7oi-PrT =]

hier: #£ Verschiebungen  Anteil der Permutationen,
(d.h. Laufzeit) die i Verschiebungen verursachen.



Erwartete Laufzeit von INSERTIONSORT

T := Zufallsvariable fiir die Anzahl von Verschiebungen, die IS benotigt,
um eine zufdllige Permutation A[l...n] von (1,2,..., n) zu sortieren
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Erwartete Laufzeit von INSERTIONSORT

T := Zufallsvariable fiir die Anzahl von Verschiebungen, die IS benotigt,
um eine zufdllige Permutation A[l...n] von (1,2,..., n) zu sortieren

Was ware eine gute Indikatorvariable, um T auszudriicken?

1 fall
T,-J-:—{ e }ﬂir1<i<j<n-
0O sonst.
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Erwartete Laufzeit von INS!

T := Zufallsvariable fiir die Anzahl von Verschiebungen, die IS benotigt,

um eine zufdllige Permutation A[l

Was ware eine gute Indikatorvariable, um

0O sonst.

1 fall
Eﬂ—{ e }fm1<i<j<n

...njvon (1,2,..., n) zu sortieren

[ auszudriicken?
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...njvon (1,2,..., n) zu sortieren
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Erwartete Laufzeit von INS!

T := Zufallsvariable fiir die Anzahl von Verschiebungen, die IS benotigt,

um eine zufdllige Permutation A[l

Was ware eine gute Indikatorvariable, um

0O sonst.
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i1
= Ti=301Tj=
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um eine zufdllige Permutation A[l

Was ware eine gute Indikatorvariable, um

0O sonst.

1 falls Ali Al
TU:_{ alls A[i] > [/]}mr1<,-<j<,,_

...njvon (1,2,..., n) zu sortieren

[ auszudriicken?

F

/ J

= [; = Zjl;ll I';; = Anzahl Positionen, um die A[j] nach links verschoben wird.
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Erwartete Laufzeit von INS!

T := Zufallsvariable fiir die Anzahl von Verschiebungen, die IS benotigt,

um eine zufdllige Permutation A[l

Was ware eine gute Indikatorvariable, um

0O sonst.

1 falls Ali Al
TU:_{ alls A[i] > [/]}mr1<,-<j<,,_

...njvon (1,2,..., n) zu sortieren

[ auszudriicken?

F

/ J

= [; = Zjl;ll I';; = Anzahl Positionen, um die A[j] nach links verschoben wird.

= [ =
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Erwartete Laufzeit von INS!

T := Zufallsvariable fiir die Anzahl von Verschiebungen, die IS benotigt,

um eine zufdllige Permutation A[l

Was ware eine gute Indikatorvariable, um

0O sonst.

1 falls Ali Al
TU:_{ alls A[i] > [/]}mr1<,-<j<,,_

...njvon (1,2,..., n) zu sortieren

[ auszudriicken?

F

/ J

= [; = Zjl;ll I';; = Anzahl Positionen, um die A[j] nach links verschoben wird.

= I = Zfzsz
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Erwartete Laufzeit von INS!

T := Zufallsvariable fiir die Anzahl von Verschiebungen, die IS benotigt,

um eine zufdllige Permutation A[l

Was ware eine gute Indikatorvariable, um

0O sonst.

1 falls Ali Al
TU_:_{ alls A[i] > [/]}mr1<,-<j<,,_

= [; = Zjl;ll I';; = Anzahl Positionen, um die A[j] nach links verschoben wird.

n n —1
= T= 30T =Xm>ia Ty

...njvon (1,2,..., n) zu sortieren

[ auszudriicken?

F

/ J

- 10
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Erwartete Laufzeit von INS!

T := Zufallsvariable fiir die Anzahl von Verschiebungen, die IS benotigt,

um eine zufdllige Permutation A[l

Was ware eine gute Indikatorvariable, um

0O sonst.

1 falls Ali Alf
TU_:_{ alls A[i] > [/]}mr1<,-<j<,,_

= [; = Zjl;ll I';; = Anzahl Positionen, um die A[j] nach links verschoben wird.

...njvon (1,2,..., n) zu sortieren

[ auszudriicken?

F

/ J

n n —1 n —1
= I = ijz Ij = ijz > i—1 Tij und E[T] = Zj=2 > i1 E[73]

- 11



Erwartete Laufzeit von INSERTIONSORT

T := Zufallsvariable fiir die Anzahl von Verschiebungen, die IS benotigt,
um eine zufdllige Permutation A[l...n] von (1,2,..., n) zu sortieren

Was ware eine gute Indikatorvariable, um T auszudriicken?

1 falls Ali Alf
TU_:_{ alls A[i] > [/]}mr1<,-<j<,,_

0O sonst.

F

/ J

= [; = Zjl;ll I';; = Anzahl Positionen, um die A[j] nach links verschoben wird.

n n —1 n —1
= I = ijz Ij = ijz > i—1 Tij und E[T] = Zj=2 > i1 E[73]
Aber was ist E[T;;]?
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Erwartete Laufzeit von INSERTIONSORT

T := Zufallsvariable fiir die Anzahl von Verschiebungen, die IS benotigt,
um eine zufdllige Permutation A[l...n] von (1,2,..., n) zu sortieren

Was ware eine gute Indikatorvariable, um T auszudriicken?

1 falls Ali Alf
TU_:_{ alls A[i] > [/]}mr1<,-<j<,,_

0O sonst.

rt
i J
= [; = Zjl;ll I';; = Anzahl Positionen, um die A[j] nach links verschoben wird.

n n —1 n —1
= I = ijz Ij = ijz > i—1 Tij und E[T] = Zj=2 > i1 E[73]

. -
Aber was ist E[T;;]? Laut Def. E[T,-J-]l Pr[7,, =1 =7
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Erwartete Laufzeit von INSERTIONSORT

T := Zufallsvariable fiir die Anzahl von Verschiebungen, die IS benotigt,
um eine zufdllige Permutation A[l...n] von (1,2,..., n) zu sortieren

Was ware eine gute Indikatorvariable, um T auszudriicken?

1 falls Ali Al
TU_:_{ alls A[i] > [/]}mr1<,-<j<,,_

0O sonst.

F

/ J

= [; = Zjl;ll I';; = Anzahl Positionen, um die A[j] nach links verschoben wird.

n n —1 n —1
= I = ijz Ij = ijz > i—1 Tij und E[T] = Zj=2 > i1 E[73]
\' 1

. -
Aber was ist E[TI_]]7 Laut Def. E[T,J] = Pr[T,-j = ].] = 5
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Erwartete Laufzeit von INSERTIONSORT

T := Zufallsvariable fiir die Anzahl von Verschiebungen, die IS benotigt,
um eine zufdllige Permutation A[l...n] von (1,2,..., n) zu sortieren

Was ware eine gute Indikatorvariable, um T auszudriicken?

1 falls Ali Al
TU:_{ alls A[i] > [/]}mr1<,-<j<,,_

0O sonst.

F

/ J

= [; = Zjl;ll I';; = Anzahl Positionen, um die A[j] nach links verschoben wird.

n n —1 n —1
= I = ijz Ij = ijz > i—1 Tij und E[T] = Zj=2 >_i—1 E[Ti]

. -
Aber was ist E[ 7|7 Laut Def. E[T,-J-]l Pr[7T;; =1] = %

- 15



Erwartete Laufzeit von INSERTIONSORT

T := Zufallsvariable fiir die Anzahl von Verschiebungen, die IS benotigt,
um eine zufdllige Permutation A[l...n] von (1,2,..., n) zu sortieren

Was ware eine gute Indikatorvariable, um T auszudriicken?

- {1 falls A[i] > A[j]

}f[ir1<i<j<n.
0O sonst.

F

/ J

= [; = Zjl;ll I';; = Anzahl Positionen, um die A[j] nach links verschoben wird.

n n —1 n —1
= I = ijz Ij = ijz > i—1 Tij und E[T] = Zj=2 >_i—1 E[Ti]

. -
Aber was ist E[ 7|7 Laut Def. E[T,-J-]l Pr[7T;; =1] = %

= E[T]=) §: E[T}]

j=2 i=1
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Erwartete Laufzeit von INSERTIONSORT

T := Zufallsvariable fiir die Anzahl von Verschiebungen, die IS benotigt,
um eine zufdllige Permutation A[l...n] von (1,2,..., n) zu sortieren

Was ware eine gute Indikatorvariable, um T auszudriicken?

- {1 falls A[i] > A[j]

}f[ir1<i<j<n.
0O sonst.

F

/ J

= Zjl;ll I';; = Anzahl Positionen, um die A[j] nach links verschoben wird.

= I = ZJ'?:QTJ ZJ 22 Tij und E[T]= ZJ 22 E[Tu]

f
Aber was ist E[T,J]'? Laut Def. E[T,-j]l Pr[T;, =1] = 5

= E[T] = S‘S‘ E[T;] = Zf

Jj=2 i=1

- 17



Erwartete Laufzeit von INSERTIONSORT

T := Zufallsvariable fiir die Anzahl von Verschiebungen, die IS benotigt,
um eine zufdllige Permutation A[l...n] von (1,2,..., n) zu sortieren

Was ware eine gute Indikatorvariable, um T auszudriicken?

- {1 falls A[i] > A[j]

}f[ir1<i<j<n.
0O sonst.

F

/ J

= Zjl;ll I';; = Anzahl Positionen, um die A[j] nach links verschoben wird.

= I = ZJ'?:QTJ ZJ 22 Tij und E[T]= ZJ 22 E[Tu]

f
Aber was ist E[T,J]'? Laut Def. E[T,-j]l Pr[T;, =1] = 5

= E[T] YTE[TU]—ZJ )y

Jj=2 i=1
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Erwartete Laufzeit von INSERTIONSORT

T := Zufallsvariable fiir die Anzahl von Verschiebungen, die IS benotigt,
um eine zufdllige Permutation A[l...n] von (1,2,..., n) zu sortieren

Was ware eine gute Indikatorvariable, um T auszudriicken?

- {1 falls A[i] > A[/]

}f[ir1<i<j<n.
0O sonst.

F

/ J

= Zjl;ll I';; = Anzahl Positionen, um die A[j] nach links verschoben wird.

= I = ZJ'?:QTJ ZJ 22 Tij und E[T]= ZJ 22 E[Tu]

(
Aber was ist E[T,J]'? Laut Def. E[T,-j]l Pr[T;, =1] = 5

= E[T] YTE[TU]—ZJ )y

Jj=2 i=1

1) S, i = ”(”ZH) arlthmetlsche Reihe
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Erwartete Laufzeit von INSERTIONSORT

T := Zufallsvariable fiir die Anzahl von Verschiebungen, die IS benotigt,
um eine zufdllige Permutation A[l...n] von (1,2,..., n) zu sortieren

Was ware eine gute Indikatorvariable, um T auszudriicken?

- {1 falls A[i] > A[/]

}f[ir1<i<j<n.
0O sonst.

F

/ J

= Zjl;ll I';; = Anzahl Positionen, um die A[j] nach links verschoben wird.

= I = ZJ'?:QTJ ZJ 22 Tij und E[T]= ZJ 22 E[Tu]

(
Aber was ist E[T,J]'? Laut Def. E[T,-j]l Pr[T,-j =1]= 3

— E[T] = S‘S‘E[T,J]_Zf :_ZJ :”(”_1) u

Jj=2 i=1
1) S, i = ”(”ZH) arlthmetlsche Reihe
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/usammenfassung INSERTIONSORT

Satz. |[alt]
Im besten Fall ben6tigt INSERTIONSORT n— 1 € ©(n)
Vergleiche und 0 Verschiebungen.
Im schlechtesten Fall benotigt INSERTIONSORT
n(n—1)/2 € ©(n?) Vergleiche/Verschiebungen.

Satz. [neu]

Im Durchschnitt benétigt INSERTIONSORT
n(n— 1)/4 € ©(n?) Verschiebungen und
zwischen n(n —1)/4 und n(n—1)/4 4+ (n — 1),
d.h. ©(n?), Vergleiche.




/usammenfassung INSERTIONSORT

Satz.

lalt]

Im besten Fall ben6tigt INSERTIONSORT n— 1 € ©(n)
Vergleiche und 0 Verschiebungen.

Im schlechtesten Fall benotigt INSERTIONSORT
n(n—1)/2 € ©(n?) Vergleiche/Verschiebungen.

Satz.

[neu]

Im Durchschnitt benétigt INSERTIONSORT
n(n— 1)/4 € ©(n?) Verschiebungen und
zwischen n(n —1)/4 und n(n—1)/4 4+ (n — 1),
d.h. ©(n?), Vergleiche.

Kurz:

Bei INSERTIONSORT gilt
Average Case =,symptotisch YWorst Case!




Geburtstagswahrscheinlichkeiten

Frage:

Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens zwei Leute hier in der
Vorlesung am gleichen Tag Geburtstag haben?
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Was ware eine gute Indikatorvariable, um X auszudriicken?
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Geburtstagswahrscheinlichkeiten

Frage: Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens zwei Leute hier in der
Vorlesung am gleichen Tag Geburtstag haben? [siehe Abschnitt 5.4, CLRS]
Frage': Wie groB ist der Erwartungswert fiir die Anzahl X von Paaren von Leuten hier

in der Vorlesung, die am gleichen Tag Geburtstag haben?

Was ware eine gute Indikatorvariable, um X auszudriicken?

1 fur
Xij = 1<i<j < k;
0 k =Anz. Leute
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Vorlesung am gleichen Tag Geburtstag haben? [siehe Abschnitt 5.4, CLRS]
Frage': Wie groB ist der Erwartungswert fiir die Anzahl X von Paaren von Leuten hier

in der Vorlesung, die am gleichen Tag Geburtstag haben?

Was ware eine gute Indikatorvariable, um X auszudriicken?

1<i<y < Kk
k =Anz. Leute

X - {1 falls i und j gleichen Geburtstag haben }fUr
=

0O sonst.
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Geburtstagswahrscheinlichkeiten

Frage: Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens zwei Leute hier in der
Vorlesung am gleichen Tag Geburtstag haben? [siehe Abschnitt 5.4, CLRS]
Frage': Wie groB ist der Erwartungswert fiir die Anzahl X von Paaren von Leuten hier

in der Vorlesung, die am gleichen Tag Geburtstag haben?

Was ware eine gute Indikatorvariable, um X auszudriicken?

1<i<y < Kk
k =Anz. Leute

X - {1 falls i und j gleichen Geburtstag haben }fUr
=

0O sonst.

Dann gilt X =
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Geburtstagswahrscheinlichkeiten

Frage: Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens zwei Leute hier in der
Vorlesung am gleichen Tag Geburtstag haben? [siehe Abschnitt 5.4, CLRS]
Frage': Wie groB ist der Erwartungswert fiir die Anzahl X von Paaren von Leuten hier

in der Vorlesung, die am gleichen Tag Geburtstag haben?

Was ware eine gute Indikatorvariable, um X auszudriicken?

1<i<y < Kk
k =Anz. Leute

X - {1 falls i und j gleichen Geburtstag haben }fUr
=

0O sonst.

Dann gilt X = Z Xij
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Geburtstagswahrscheinlichkeiten

Frage: Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens zwei Leute hier in der
Vorlesung am gleichen Tag Geburtstag haben? [siehe Abschnitt 5.4, CLRS]
Frage': Wie groB ist der Erwartungswert fiir die Anzahl X von Paaren von Leuten hier

in der Vorlesung, die am gleichen Tag Geburtstag haben?

Was ware eine gute Indikatorvariable, um X auszudriicken?

1<i<y < Kk
k =Anz. Leute

X - {1 falls i und j gleichen Geburtstag haben }fUr
i

0O sonst.

k—1 k
Dann gilt X = Z X,’j = S: S: X,’j.

1<i<j<k i=1 j=i+1




Geburtstagserwartungen

1 falls G =
Es gilt: X, = {o Sznsst

|

und X = ) X

1<i<j<k

11 -



Geburtstagserwartungen

1 falls G =
Es gilt: X, = {o Sznsst

Geburtstag von Person j]

} und X = ) X

1<i<j<k

11 -



Geburtstagserwartungen

Es gilt:

Annahme:

Geburtstag von Person j]

1 falls G; =
X = und X = X;i.

sonst. 1<ici<k

Alle n Tage sind gleich wahrscheinlich Geburtstage.

11 -



Geburtstagserwartungen

Es gilt:

Annahme:

= E[X,J] —

Geburtstag von Person j]

1 falls G; =
X = und X = X;i.

sonst. 1<ici<k

Alle n Tage sind gleich wahrscheinlich Geburtstage.

11 -



Geburtstagserwartungen

Geburtstag von Person j]

1 fall =
Es gilt: Xij = e und X = Z Xij.-
0 sonst. I<igi<k

Annahme: Alle n Tage sind gleich wahrscheinlich Geburtstage.

— E[X,'j] = Pr[X,-j — 1] —

11 -



Geburtstagserwartungen

Geburtstag von Person j]

Es gilt: Xijj = {é falls G; = } und X = Z Xij.

sonst. 1<ici<k

Annahme: Alle n Tage sind gleich wahrscheinlich Geburtstage.

= E[X,J] - Pr[X,-j = 1] = Zgzl PI’[ = = t] —

11 -



Geburtstagserwartungen

Geburtstag von Person j]

Es gilt: Xijj = {é falls G; = } und X = Z Xij.

sonst. 1<ici<k

Annahme: Alle n Tage sind gleich wahrscheinlich Geburtstage.

= E[X,J] - Pr[X,-j = 1] = Zgzl PI’[ = = t] —

Ereignisse schlieBen sich gegenseitig aus!

| S
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Geburtstagserwartungen

Geburtstag von Person j]

Es gilt: Xijj = {é falls G; = } und X = Z Xij.

sonst. 1<ici<k

Annahme: Alle n Tage sind gleich wahrscheinlich Geburtstage.

= E[Xj]l = Pr[X;=1]= > ,PrlC=C=t]= 5=

Ereignisse schlieBen sich gegenseitig aus!

| S

11 -



Geburtstagserwartungen

1 fall =
Es gilt: Xij 1= { e } und X = Z Xij.

0 sonst. I<igi<k
Annahme: Alle n Tage sind gleich wahrscheinlich Geburtstage.
= E[Xjj] = Pr[X;=1= > |_PrlG =6 =t]= == 1/n.

Geburtstag von Person j]

Ereignisse schlieBen sich gegenseitig aus!

| S

11 -
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Geburtstagserwartungen

Geburtstag von Person j]

Es gilt: Xijj = {é falls G; = } und X = Z Xij.

sonst. 1<ici<k

Annahme: Alle n Tage sind gleich wahrscheinlich Geburtstage.

= E[Xjj]= PriX;j=1= Y. ,Pr[G=G =tl= &= 1/n

(Geht auch
einfacher!)

| S

Ereignisse schlieBen sich gegenseitig aus!
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Geburtstagserwartungen

Geburtstag von Person j]

Es gilt: Xijj = {é falls G; = } und X = Z Xij.

sonst. 1<ici<k

Annahme: Alle n Tage sind gleich wahrscheinlich Geburtstage.

= E[Xjj]= PriX;j=1= Y. ,Pr[G=G =tl= &= 1/n

(Geht auch
einfacher!)

Ereignisse schlieBen sich gegenseitig aus!

| S

Gesucht: E[X] =
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Geburtstagserwartungen

Geburtstag von Person j]

Es gilt: Xijj = {é falls G; = } und X = Z Xij.

sonst. 1<ici<k

Annahme: Alle n Tage sind gleich wahrscheinlich Geburtstage.

= E[Xjj]= PriX;j=1= Y. ,Pr[G=G =tl= &= 1/n

(Geht auch
einfacher!)

Ereignisse schlieBen sich gegenseitig aus!

| S

Gesucht: E[X]= E Z Xii| =
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Geburtstagserwartungen

Geburtstag von Person j]

Es gilt: Xijj = {é falls G; = } und X = Z Xij.

sonst. 1<ici<k

Annahme: Alle n Tage sind gleich wahrscheinlich Geburtstage.

= E[Xjj]= PriX;j=1= Y. ,Pr[G=G =tl= &= 1/n

[ﬁr\eignisse schlieBen sich gegenseitig aus!] (Geht auch
‘einfacher!) \

|Linearit§t des Erwartungswerts!]

Gesucht: E[X]= E Z Xii| =
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Geburtstagserwartungen

Geburtstag von Person j]

Es gilt: Xijj = {é falls G; = } und X = Z Xij.

sonst. 1<ici<k

Annahme: Alle n Tage sind gleich wahrscheinlich Geburtstage.

= E[Xjj]= PriX;j=1= Y. ,Pr[G=G =tl= &= 1/n

[ﬁr\eignisse schlieBen sich gegenseitig aus!] (Geht auch
‘einfacher!) \

Linearitdt des Erwartu ngswerts!]

Gesucht: E[X]= E Z Xij| = Z E[X] =

1<i<j<k 1<i<j<k
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Geburtstagserwartungen

Geburtstag von Person j]

Es gilt: Xijj = {é falls G; = } und X = Z Xij.

sonst. 1<ici<k

Annahme: Alle n Tage sind gleich wahrscheinlich Geburtstage.

= E[Xjj]= PriX;j=1= Y. ,Pr[G=G =tl= &= 1/n

[ﬁr\eignisse schlieBen sich gegenseitig aus!] (Geht auch
‘einfacher!) \

i ] Linearitat des Erwartungswerts!]
Gesucht: E[X] = E E X,'j = E E[X,J] —
1<i<j<k 1<i<j<k
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Geburtstagserwartungen

Geburtstag von Person j]

Es gilt: Xijj = {é falls G; = } und X = Z Xij.

sonst. 1<ici<k

Annahme: Alle n Tage sind gleich wahrscheinlich Geburtstage.

= E[Xjj]= PriX;j=1= Y. ,Pr[G=G =tl= &= 1/n

[ﬁr\eignisse schlieBen sich gegenseitig aus!] (Geht auch
‘einfacher!) \

i ] Linearitat des Erwartungswerts!]
Gesucht: E[X] = E E X,'j = E E[X,J] —
1<i<j<k 1<i<j<k
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Geburtstagserwartungen

Geburtstag von Person j]

Es gilt: Xijj = {é falls G; = } und X = Z Xij.

sonst. 1<ici<k
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Geburtstagserwartungen
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Geburtstagserwartungen

Geburtstag von Person j]

Es gilt: Xijj = {é falls G; = } und X = Z Xij.

sonst. 1<ici<k

Annahme: Alle n Tage sind gleich wahrscheinlich Geburtstage.

= E[Xjj]= PriX;j=1= Y. ,Pr[G=G =tl= &= 1/n

[ﬁr\eignisse schlieBen sich gegenseitig aus!] (Geht auch
‘einfacher!) \

[ ] Linearitat des Erwartungswerts!]
= 365
Gesucht: E[X]= E Z Xij| = Z E[X] = L
1<i<j<k 1<i<j<k i(k ;81) > 730
L i _ N
<k>,1k(k1) 51 o k(k—1)>2n 2827 =756=730
2 n 2n

Fiir ein Jahr mit n = 365 Tagen braucht man also nur k > 28 Personen
um ein Parchen mit gleichem Geburtstag erwarten zu konnen. []
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