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Wir bauen eine Datenstruktur

Datenstruktur.

Konzept, mit dem man Daten speichert und anordnet, so
dass man sie schnell finden und andern kann.

Abstrakter Datentyp.

beschreibt die , Schnittstelle” einer Datenstruktur —
welche Operationen werden unterstiitzt?

Implementierung.
wie wird die gewiinschte Funktionalitat realisiert:

B wie sind die Daten gespeichert (Feld, Liste, ...)?

B welche Algorithmen implementieren die Operationen?




Ein simples Kartenspiel

2 mogliche Ziige:

(1) Karte ziehen

Frage: Welche Laufzeit haben Schritt (1) und (2)7
Antwort: Kommt drauf an! Wie halten wir die Karten in der Hand?
[j[;atenstruktui]
Abstrakter Datentyp: Prioritatsschlange
verwaltet Elemente einer Menge M, Qfartenwertj
wobei jedes Element x € M eine Prioritat x.key hat.




Prioritatsschlange

Abstrakter Datentyp: Prioritatsschlange

verwaltet Elemente einer Menge M,
wobel jedes Element x € M eine Prioritat x.key hat.

Operation Funktionalitit
INSERT(element x) M= MU {x}
element FINDMIN() liefere x € M mit: x.key = min{y.key | y € M}

element EXTRACTMIN() x = FINDMIN(); M = M\ {x}; liefere x




Implementierung

Aufgabe: ®m Wie wiirden Sie

die

Methoden einer
ritatsschlange implementieren?

Prio-

B Welche Laufzeiten liefert lhre Implementierung im

schlechtesten Fall?

Implementierung

Karten in beliebiger
Reihenfolge

Karten in beliebiger
Reihenfolge,
kleinste markiert

Karten in sortierter
Reihenfolge

]

INSERT | FINDMIN| EXTRACTMIN
(1) | ©O(n) O(n)
[miissen wieder
l%l/einste Karte finde
o(1) | ©(1) ©(n)
©(n) | ©(1) O(1)



https://algo.uni-trier.de/videos/prioschlange-sortiert.mp4
https://algo.uni-trier.de/videos/prioschlange-markiert.mp4
https://algo.uni-trier.de/videos/prioschlange-beliebig.mp4

Prioritatsschlange

Abstrakter Datentyp: Prioritatsschlange

verwaltet Elemente einer Menge M,
wobel jedes Element x € M eine Prioritat x.key hat.

Operation Funktionalitit
INSERT(element x) M= MU {x}
element FINDMIN() liefere x € M mit: x.key = min{y.key | y € M}

element EXTRACTMIN() x = FindMin(); M = M\ {x}; liefere x

DECREASEKEY

(element x, prioritat p) x-key = p




Implementierung

Implementierung INSERT | FINDMIN |EXTRACTMIN |DECREASEKEY
Karten in beliebiger Reihenfolge | ©(1) ©(n) ©(n) O(1)
Karten in beliebiger Reihenfolge, o(1
kleinste markiert ©(1) ©(1) O(n) (1)
Karten in sortierter Reihenfolge | ©(n) ©(1) ©(1) ©(n)
Karten als MINHEAP O(logn)| ©(1) ©(log n) ©(log n)




Min-Heaps

L/




M | N- Hea pS sehr schnelle Rechenoperationen!

Pfeile implementieren: l

A\m LerT(index /) return 2j

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 iRIGHT(index ) return§2i—|—1§§
127314181319 |7 ]12]10 'PARENT(index 1) returnéLi/ZJéé




Min-Heaps
1 2 3 4 5 6 ¢ 38 9 10
1/2(3|4|8[13|9|7|12|10
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Definition.
Ein Heap ist ein Feld, das

einemBaum entspricht,

bei dem
B alle Ebenen auller der letz-

ten voll sind,

B die letzte Ebene v.l.n.r.
gefiillt ist und

B die Heap-Eigenschaft gilt.

sehr schnelle Rechenoperationen!

'Pfeile implementieren: l

LerT(index /) return2i
riGHT(index /) return 2/ +1

PARENT(index i) return |i/2]
. Definition.
Ein Heap hat die
Min-Heap-Eigenschaft,
2 3

wenn fiir jeden Knoten 1 > 1
3 13 9 gilt: A[PARENT(/)] < Ali].

J So ein Heap heit Min-Heap.

12110




Min-Heaps
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Definition.
Ein Heap ist ein Feld, das

einemBaum entspricht,

bei dem
B alle Ebenen auller der letz-

ten voll sind,

B die letzte Ebene v.l.n.r.
gefiillt ist und

B die Heap-Eigenschaft gilt.

sehr schnelle Rechenoperationen!

'Pfeile implementieren: l

LErT(index i)

return 2;

ERIGHT(indeX i) return 2/ + 1

13

12

Definition.
Ein Heap hat die

Min-Heap-Eigenschaft,
Max

wenn fiir jeden Knoten 1 > 1
gilt: A[PARENT(i)] £ Ali].
>

So ein Heap heiBt Mif-Heap.
Max




Baustelle

7121101418 13|13 |1 |9|2|—»|1|2|3|4|7|13|/10{12|9| 8

totales |[Chaos” Min-Heap-Eigenschaft
Aufgabe: Berechnen Sie in O(nlog n) Zeit einen Min-Heap!
:Nimm MERGESORT!]
v
112131471819 /10/12|13
; i /
aufsteigende Sortierung
Fertig? Nicht ganz: Heap-Eig. viel 12 10
schwacher als Sortierung.
Hoffen: Schnellere Berechnung! 4 8 13 3
Idee: Nutze Baumstruktur! pr———"
Arbeite bottom-up: 11912

Erst die Blatter...



Baustelle

711211014 18113131119 |2|—»| 112134 |7 113/1011219 | 8
totales |[Chaos” Min-Heap-Eigenschaft

Aufgabe: Berechnen Sie in O(nlogn) Zeit einen Min-Heap!

(Nimm MERGESORT!] [1]5 3[4 [7[13[10]12] 9| 8| — Ergebnis —

v
112134 |718]9/|10(12|13

aufsteigende Sortierung

Fertig? Nicht ganz: Heap-Eig. viel
schwacher als Sortierung.

Hoffen: Schnellere Berechnung!

Idee: Nutze Baumstruktur!
Arbeite bottom-up:

Erst die Blatter...




Elementaroperation

» Versickere" x, falls x zu groB , d.h. falls x > min(y, z)

y <z zZ<Yy
< —

Heap Heap Heap Heap

_______________________________________________________________

‘MINHEAPIFY(int A[], index i)

Lokale Strategie: top-down
¢ = LEFT(/); r = RIGHT(/) :

min = i Laufzeit?  [Twm(n, i)

if £ < A.heap-size and A[f] < Ali| then . := Anzahl der Tauschoperationen
L min = £ _ _ < Lange des Weges von

if r < A.heap-size and A[r] < Almin| then Knoten i zu einem Blatt
L min = r : . -

: . : ; < Hohe von / im Heap

if min £ | then -

Ali] < A[min] Hohe des Heaps
MINHEAPIFY (A, min) - < |logy n|

10 - 27



11 - 17

Das groBBe Ganze

Lokale Strategie: top-down
Laufzeit: Ty (n, i) < Hoéhe von Knoten 7 im Heap der GréBe n

Globale Strategie: bottom-up

- A.heap-size = A.length
[' for i = |A.length /2| downto 1 do
- MINHEAPIFY(A, i)

\:_aufzeit. grob: O(nlog n) 2 3

genauer: Tgmnu(n) =
2
= ZW ] TMH(” i)
+ 014+ 8
LIognJ (l>l+1 1219 |8
2

2




12 - 22

Fortsetzung Laufzeitanalyse

0
log n] 1 i+1 n-U“?”j 1 i—1
TBMH(n) ~ n- Z | - <§) Z Z (2)

=1

geometrische Reihe

21) (i)iO ql_ 1q Lableltenll—\
\[ablelten' L OO
Wir hatten gerne: Z iq' (Z )

1_ n+1 Quotientenregel'

)' (1-9)-0-(-1)-1

—dq

n 1\ n 1
BMH (n) < 4i§:1:’ (2> 4 n

Satz.  Ein Heap von n Elementen kann in ©(n) Zeit berechnet werden.




Ubung Heap-Aufbau

[Aufgabe. Bauen Sie einen Heap mit BUILDMINHEAP!

10/1/9(4|3|7|8|2|6|5|=—®

MINHEAPIFY(int A[], index i) BUILDMINHEAP(lnt All)
¢ = LEFT(i); r = RIGHT(/) A.heap-size = A.length -
min = I _ . for i = |A.length/2| downto 1 do
if £ < A.heap-size and A[¢] < Ali] then MINHEAPIFY(A, i) |

if r < A.heap-size and A[r] < A[min] then:
L min =r |
if min £ | then

Ali] <> Almin]
L MINHEAPIFY (A, min)
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Zuruck zu Prioritatsschlangen

Abstrakter Datentyp: Prioritatsschlange

verwaltet Elemente einer Menge M,
wobel jedes Element x € M eine Prioritat x.key hat.

"""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""

' FINDMIN() O( 1 )|| DEcrEASEKEY(index i, prio. p)|O(log n) Laufzeiten?
~ return A[l] | if p > Ali] then error ,prio. too large" '
e - Alll=p
BExTRACTMIN(G) |O(logn)|| while i > 1 and A[PARENT(i)] > A[f]

if A.heap-size < 1 then |;4[I] <> A[PARENT(/)]

Lerror »Heap underflow" i = PARENT(/)

min = Al1 |nsorr(eriorist ) Oz 1)

All] = A[A.heap-size] 1 Aheap-size++

A.heap-size—— | if A.heap-size > A.length then error. ..

MINHEAPIFY(A, 1)  AlA.heap-size] = oo

return min 5 DECREASEKEY(A.heap-size, p)




15-12

HeapSort

Idee: B EXTRACTMIN() gibt kleinstes Heap-Element aus.

__________________ o Min-Heap

HEAPSORT(int[] A) :

; | | 2(3|7|4|5|9|8/10|6

| Schreiben Sie den Pseudocode.
Verwenden Sie ,
BUILDMINHEAP und 112
EXTRACTMIN. '
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HeapSort

Idee: B EXTRACTMIN() gibt kleinstes Heap-Element aus.

R B - Min-Heap
iHEAPSORT(mt[]A) " T TaTeToTaTole

BUuiLDMINHEAP(A)

B = new int|A.length] |

for i = 1 to A.length do {112
| B[i] = AEXTRACTMIN()

return B

Laufzeit:
Obere Schranke: Ths(n) € O(n) + n - O(logn) = O(nlogn)

Untere Schranke:  c-n + Y ;¢ -logyi > 'Y nlogy 5 € R2(nlogn)
2

Satz. HEAPSORT sortiert n Schliissel in ©(nlogn) Zeit.




Vergleich Laufzeiten

Ein in-situ-Algorithmus bendtigt nur O(1) extra Speicher.

Ein Sortieralgorithmus ist stabil, wenn er gleiche Schliissel in der Ursprungsreihenfolge belasst.

Bester Fall

Schlechtester Fall

In-situ

stabil

INSERTIONSORT O(n) e (n?) / /
SELECTIONSORT O(n?) O(n?) / /
BUBBLESORT O(n) o(n?) / /
MERGESORT ©(nlog n) ©(nlog n) X /
HEAPSORT ©(nlog n) ©(nlogn) X X

16 - 17
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Vom Heap zur Sortierung (in-situ)

Idee: B EXTRACTMIN() gibt kleinstes Heap-Element aus.
B Letztes Feldelement wird dadurch frei

————————————————————————————————————————————————————————

HeAPSORT(int[] A) |
BUILDMINHEAP(A) 213|7[4|5|9|8[10/6]1

for i = A.length downto 2 do Min-Heap
| Ali] = A[l...i.EXTRACTMIN()

for i =1 to |A.length/2| do
Al & Aln—] BN 4

return A

HeapSorr(int[] A)  [1[2]3[4]5]6]7]8] 910
BuiLDMAXHEAP(A) |

for i = A.length downto 2 do 5
| Ali] = A[Ll...i].EXTRACTMAX():

return A

________________________________________________________




Vergleich Laufzeiten

Ein in-situ-Algorithmus bendtigt nur O(1) extra Speicher.

Ein Sortieralgorithmus ist stabil, wenn er gleiche Schliissel in der Ursprungsreihenfolge belasst.

Bester Fall Schlechtester Fall in-situ | stabil

INSERTIONSORT ©(n) O (n?) / /

SELECTIONSORT| ©6(n?) O(n?)

MERGESORT ©(nlog n) O(nlogn)

|/
BUBBLESORT O(n) o(n?) VARV 4
X |V
v | X

HEAPSORT O(nlog n) ©(nlogn)
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