Algorithmen & Komplexitat Institut fiir Informatik

Julius-Maximilians-
UNIVERSITAT  Lohetunin I 1 I " f
WURZBURG INFORMATIK | I I

Algorithmen und Datenstrukturen

Wintersemester 2023/24
21. Vorlesung

Minimale Spannbaume

Prof. Dr. Alexander Wolff Lehrstuhl fiir Informatik |



Ergebnisse 1. Zwischentest

/5 30

6

5

4

3

2

N L1111 A0LLLLLI N —
0123456 7 8 9 10111213141516 17 1816 2021 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 36 40 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 651 52 53 54 55 55 57 58

59 60

n = 155 arithmetisches Mittel = 26,7 Median = 24,5



Ergebnisse 2. Zwischentest

59

01 2 3 456 7 8 9 1011121314151617 18 1920 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 51 52 53

n=125 arithmetisches Mittel = 22,7 Median = 22,5

54 55 56 57 58 59 60



Ergebnisse 3. Zwischentest

20

0123456789 1D1112131415151?lE1920212223'2425262?2&29303132333&35353?3839404142434445464?43495D5152535ﬂ55555?53595ﬂ

n = 108 arithmetisches Mittel = 31,0 Median = 32,5




Punkteverteilung nach Aufgaben

BFS RS-Biaume Rotieren Kreise Augmentierung  Puffer  Nachstes Paar

Aufe. Al A2 A3 A4 A5 A6 A7
Ergeb. 93% 57% 86% 26% 23% 64% 34%



Motivation

Gegeben: zusammenhingendes StraBennetz G = (V/, E)
mit Kantengewichten w: E — Ry,
das eine Menge V von n Stadten verbindet.

G=(V,E,w)

: _ Jeuklid.
z.B. mit w = {Absténde




Motivation

Gegeben:

Gesucht:

zusammenhangendes StraBennetz G = (V/, E)
mit Kantengewichten w: E — Ry,
das eine Menge V von n Stadten verbindet.

Teilnetz G’ = (V, E") mit E/ C E, so dass

G=(V,E,w)

: _ Jeuklid.
z.B. mit w = {Absténde




Motivation

Gegeben: zusammenhingendes StraBennetz G = (V/, E)
mit Kantengewichten w: E — Ry,
das eine Menge V von n Stadten verbindet.

Gesucht:  Teilnetz G' = (V, E’) mit E’ C E, so dass

(1) man von jeder Stadt in G’ zu jeder anderen
kommen kann

E'CE
G=(V,E;w)
: _ Jeuklid.
2.B. mit w = {Absténde




Motivation

Gegeben: zusammenhingendes StraBennetz G = (V/, E)
mit Kantengewichten w: E — Ry,
das eine Menge V von n Stadten verbindet.

Gesucht:  Teilnetz G' = (V, E’) mit E’ C E, so dass

(1) man von jeder Stadt in G’ zu jeder anderen
kommen kann (,, G* spannt G auf®) und

E'CE
G=(V,E;w)
: _ Jeuklid.
2.B. mit w = {Absténde




Motivation

Gegeben:

Gesucht:

zusammenhangendes StraBennetz G = (V/, E)
mit Kantengewichten w: E — Ry,
das eine Menge V von n Stadten verbindet.

Teilnetz G’ = (V, E") mit E/ C E, so dass

(1) man von jeder Stadt in G’ zu jeder anderen
kommen kann (,, G* spannt G auf*) und

(2) die, Schneeraumkosten” w(E') =) . w(e)

minimal sind unter allen Teilnetzen,
die (1) erfiillen.

E'CE
G=(V,E;w)
: _ Jeuklid.
2.B. mit w = {Absténde




Motivation

Gegeben:

Gesucht:

zusammenhangendes StraBennetz G = (V/, E)
mit Kantengewichten w: E — Ry,
das eine Menge V von n Stadten verbindet.

Teilnetz G’ = (V, E") mit E/ C E, so dass

(1) man von jeder Stadt in G’ zu jeder anderen
kommen kann (,, G* spannt G auf*) und

(2) die, Schneeraumkosten” w(E') =) . w(e)

minimal sind unter allen Teilnetzen,
die (1) erfiillen.

E'CE
G=(V,E;w)
: _ Jeuklid.
2.B. mit w = {Absténde




Motivation

Gegeben:

Gesucht:

zusammenhangendes StraBennetz G = (V, E)
mit Kantengewichten w: E — Ry,
das eine Menge V von n Stadten verbindet.

Teilnetz G’ = (V, E") mit E/ C E, so dass

(1) man von jeder Stadt in G’ zu jeder anderen
kommen kann (,, G* spannt G auf*) und

(2) die, Schneeraumkosten” w(E') =) . . w(e)

minimal sind unter allen Teilnetzen,
die (1) erfiillen.

E'CE
G=(V,E;w)
: _ Jeuklid.
2.B. mit w = {Abst'ainde




Beobachtung

Wegen der Minimalitat von w(E’) gilt:

E'CE

G =(V,E)

: _ Jeuklid.
z.B. mit w = {Absténde




Beobachtung

Wegen der Minimalitat von w(E’) gilt:
G’ hat keine Kreise

E'CE

G =(V,E)

: _ Jeuklid.
z.B. mit w = {Absténde




Beobachtung

Wegen der Minimalitat von w(E’) gilt:
G’ hat keine Kreise = G’ ist ein Wald.

E'"CE

G =(V,E)

: _ Jeuklid.
z.B. mit w = {Absténde




Beobachtung

Wegen der Minimalitat von w(E’) gilt:
G’ hat keine Kreise = G’ ist ein Wald.
G’ ,erbt" Zusammenhang von G = G’ Baum.

E'"CE

G =(V,E)

: _ Jeuklid.
z.B. mit w = {Absténde




Beobachtung

Wegen der Minimalitat von w(E’) gilt:

G’ hat keine Kreise = G’ ist ein Wald.

G’ ,erbt" Zusammenhang von G = G’ Baum.
G’ spannt G auf = G’ ist Spannbaum von G.

E'"CE

G =(V,E)

: _ Jeuklid.
z.B. mit w = {Absténde




Beobachtung

Wegen der Minimalitat von w(E’) gilt:

G’ hat keine Kreise = G’ ist ein Wald.

G’ ,erbt" Zusammenhang von G = G’ Baum.
G’ spannt G auf = G’ ist Spannbaum von G.

G’ hat minimales Gewicht unter allen Spannbidumen von G.

E'"CE

G =(V,E)

: _ Jeuklid.
z.B. mit w = {Abst'ainde




Beobachtung

Wegen der Minimalitat von w(E’) gilt:

G’ hat keine Kreise = G’ ist ein Wald.

G’ ,erbt" Zusammenhang von G = G’ Baum.
G’ spannt G auf = G’ ist Spannbaum von G.

G’ hat minimales Gewicht unter allen Spannbidumen von G.

G =(V,E)

: _ Jeuklid.
z.B. mit w = {Absténde




Beobachtung

Wegen der Minimalitat von w(E’) gilt:

G’ hat keine Kreise = G’ ist ein Wald.

G’ ,erbt" Zusammenhang von G = G’ Baum.
G’ spannt G auf = G’ ist Spannbaum von G.

G’ hat minimales Gewicht unter allen Spannbidumen von G.

G =(V,E)

: _ Jeuklid.
z.B. mit w = {Abst'ainde



Beobachtung

Wegen der Minimalitat von w(E’) gilt:

G’ hat keine Kreise = G’ ist ein Wald.

G’ ,erbt" Zusammenhang von G = G’ Baum.

G’ spannt G auf = G’ ist Spannbaum von G.

G’ hat minimales Gewicht unter allen Spannbidumen von G.

Wir nennen G’ kurz minimalen Spannbaum von G.

E'"CE

G =(V,E)

: _ Jeuklid.
z.B. mit w = {Abst'ainde




Beobachtung

Wegen der Minimalitat von w(E’) gilt:

G’ hat keine Kreise = G’ ist ein Wald.

G’ ,erbt" Zusammenhang von G = G’ Baum.

G’ spannt G auf = G’ ist Spannbaum von G.

G’ hat minimales Gewicht unter allen Spannbidumen von G.

Wir nennen G’ kurz minimalen Spannbaum von G.

E'"CE

G =(V,E)

: _ Jeuklid.
z.B. mit w = {Abst'ainde




Beobachtung

Wegen der Minimalitat von w(E’) gilt:

G’ hat keine Kreise = G’ ist ein Wald.

G’ ,erbt" Zusammenhang von G = G’ Baum.

G’ spannt G auf = G’ ist Spannbaum von G.

G’ hat minimales Gewicht unter allen Spannbidumen von G.

Wir nennen G’ kurz minimalen Spannbaum von G.

E'"CE

G =(V,E)

: _ Jeuklid.
Beob. |[E'| = 7 z.B. mit w = {Absténde



Beobachtung

Wegen der Minimalitat von w(E’) gilt:

G’ hat keine Kreise = G’ ist ein Wald.

G’ ,erbt" Zusammenhang von G = G’ Baum.

G’ spannt G auf = G’ ist Spannbaum von G.

G’ hat minimales Gewicht unter allen Spannbidumen von G.

Wir nennen G’ kurz minimalen Spannbaum von G.

E'"CE

G =(V,E)

: _ Jeuklid.
Beob. |£'| = |V]| -1 z.B. mit w = {Absténde



Generischer Min.-Spannbaum-Algorithmus

GenericMST (UndirectedConnectedGraph G, EdgeWeights w)



Generischer Min.-Spannbaum-Algorithmus

GenericMST (UndirectedConnectedGraph G, EdgeWeights w)
A=10
while |A| < |V| - 1 do

// Invariante: A ist Teilmenge eines min. Spannbaums von G

finde Kante uv, die sicher fur A ist
- A=AU{uv}
return A




Generischer Min.-Spannbaum-Algorithmus

GenericMST (UndirectedConnectedGraph G, EdgeWeights w)
A=
while |A| < |V| —1 do

// Invariante: A ist Teilmenge eines min. Spannbaums von G

finde Kante uv, dierr A ist

- A=AU{uv}
return A




Generischer Min.-Spannbaum-Algorithmus

GenericMST (UndirectedConnectedGraph G, EdgeWeights w)
A=
while |A| < |V| —1 do

// Invariante: A ist Teilmenge eines min. Spannbaums von G

finde Kante uv, die@ichep fiir A ist
- A=AU{uv}

Wir sagen uv ist sicher fiir A,
return A _ : _
falls Invariante fiir AU {uv} gilt.




Generischer Min.-Spannbaum-Algorithmus

GenericMST (UndirectedConnectedGraph G, EdgeWeights w)
A=
while |A| < |V| —1 do

// Invariante: A ist Teilmenge eines min. Spannbaums von G

finde Kante uv, die@ichep fiir A ist
- A=AU{uv}

Wir sagen uv ist sicher fiir A,
return A _ : _
falls Invariante fiir AU {uv} gilt.

Beob. Dies ist ein sogenannter Greedy-Algorithmus!



Generischer Min.-Spannbaum-Algorithmus

GenericMST (UndirectedConnectedGraph G, EdgeWeights w)
A=
while |A| < |V| —1 do

// Invariante: A ist Teilmenge eines min. Spannbaums von G

finde Kante uv, die@ichep fiir A ist
- A=AU{uv}

Wir sagen uv ist sicher fiir A,
return A _ : _
falls Invariante fiir AU {uv} gilt.

Beob. Dies ist ein sogenannter Greedy-Algorithmus!

Frage: Gibt's liberhaupt immer eine sichere Kante?



Generischer Min.-Spannbaum-Algorithmus

GenericMST (UndirectedConnectedGraph G, EdgeWeights w)
A=
while |A| < |V| —1 do

// Invariante: A ist Teilmenge eines min. Spannbaums von G

finde Kante uv, die@ichep fiir A ist
- A=AU{uv}

Wir sagen uv ist sicher fiir A,

return A
falls Invariante fiir AU {uv} gilt.
Beob. Dies ist ein sogenannter Greedy-Algorithmus!
Frage: Gibt's liberhaupt immer eine sichere Kante?

Antwort: Ja!



Generischer Min.-Spannbaum-Algorithmus

GenericMST (UndirectedConnectedGraph G, EdgeWeights w)
A=
while |A| < |V| —1 do

// Invariante: A ist Teilmenge eines min. Spannbaums von G

finde Kante uv, die@ichep fiir A ist
- A=AU{uv}

Wir sagen uv ist sicher fiir A,

return A
falls Invariante fiir AU {uv} gilt.
Beob. Dies ist ein sogenannter Greedy-Algorithmus!
Frage: Gibt's liberhaupt immer eine sichere Kante?

Antwort: Ja! — Per Induktion!



Generischer Min.-Spannbaum-Algorithmus

GenericMST (UndirectedConnectedGraph G, EdgeWeights w)
A=
while |A| < |V| —1 do

// Invariante: A ist Teilmenge eines min. Spannbaums von G

finde Kante uv, die@ichep fiir A ist
- A=AU{uv}

Wir sagen uv ist sicher fiir A,

return A falls Invariante fiir AU {uv} gilt.
Beob. Dies ist ein sogenannter Greedy-Algorithmus!
Frage: Gibt's liberhaupt immer eine sichere Kante?
Antwort: Ja! — Per Induktion!
Frage: Aber wie findet man eine —

ohne schon einen minimalen Spannbaum zu kennen?
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while |A| < |V|—-1do

// INV: A C min. Spannbaum von G

finde Kante uv, die sicher fir A ist
- A=AU{uv}
return A

12



12

Zuruck zum Algorithmus

Satz. Sei G = (V, E;w) ein zshg., gewichteter, unger. Graph.
Sei /' Kantenmenge eines min. Spannbaums von G.
Sei A Teilmenge von T.

Sei (S, V' \ S) ein Schnitt, der A respektiert.
Sei uv € E leicht bzgl. (5, V \ 5).
Dann ist uv sicher fir A.

GenericMST (UndirectedConnectedGraph G, EdgeWeights w)
A=
while |A| < |V|—-1do

// INV: A C min. Spannbaum von G

finde Kante uv, die sicher fir A ist
- A=AU{uv}
return A




12

Zuruck zum Algorithmus

Satz. Sei G = (V, E;w) ein zshg., gewichteter, unger. Graph.
Sei /' Kantenmenge eines min. Spannbaums von G.
Sei A Teilmenge von T.

Sei (S, V' \ S) ein Schnitt, der A respektiert.
Sei uv € E leicht bzgl. (5, V \ 5).
Dann ist uv sicher fir A.

GenericMST (UndirectedConnectedGraph G, EdgeWeights w)
A= o
while |A| < |V|—-1do . o

// INV: A C min. Spannbaum von G .

®

finde Kante uv, die sicher fur A ist °
- A=AU{uv}
return A




12

Zuruck zum Algorithmus

Satz. Sei G = (V, E;w) ein zshg., gewichteter, unger. Graph.
Sei /' Kantenmenge eines min. Spannbaums von G.
Sei A Teilmenge von T.

Sei (S, V' \ S) ein Schnitt, der A respektiert.
Sei uv € E leicht bzgl. (5, V \ 5).
Dann ist uv sicher fir A.

GenericMST (UndirectedConnectedGraph G, EdgeWeights w)
A=1 C
while |A| < |V|—-1do o ~

// INV: A C min. Spannbaum von G

finde Kante uv, die sicher fiir A ist |® ~
- A=AU{uv}
return A




12

Zuruck zum Algorithmus

Satz. Sei G = (V, E;w) ein zshg., gewichteter, unger. Graph.
Sei /' Kantenmenge eines min. Spannbaums von G.
Sei A Teilmenge von T.

Sei (S, V' \ S) ein Schnitt, der A respektiert.
Sei uv € E leicht bzgl. (5, V \ 5).
Dann ist uv sicher fir A.

GenericMST (UndirectedConnectedGraph G, EdgeWeights w)

A= ... e
while |A| < |V| -1 do ‘@ .
// INV: A C min. Spannbaum von G
finde Kante uv, die sicher fiir A ist |® o e
- A=AU{uv}

return A



12

Zuruck zum Algorithmus

Satz. Sei G = (V, E;w) ein zshg., gewichteter, unger. Graph.
Sei /' Kantenmenge eines min. Spannbaums von G.
Sei A Teilmenge von T.

Sei (S, V' \ S) ein Schnitt, der A respektiert.
Sei uv € E leicht bzgl. (5, V \ 5).
Dann ist uv sicher fir A.

GenericMST (UndirectedConnectedGraph G, EdgeWeights w)

A=10 ..o
while |A| < |V| -1 do ¥ B .
// INV: A C min. Spannbaum von G /
finde Kante uv, die sicher fiir A ist o e
- A=AU{uv}

return A



12

Zuruck zum Algorithmus

Satz. Sei G = (V, E;w) ein zshg., gewichteter, unger. Graph.
Sei /' Kantenmenge eines min. Spannbaums von G.
Sei A Teilmenge von T.

Sei (S, V' \ S) ein Schnitt, der A respektiert.
Sei uv € E leicht bzgl. (5, V \ 5).
Dann ist uv sicher fir A.

GenericMST (UndirectedConnectedGraph G, EdgeWeights w)

A= o
while |A| < |V|—-1do ~
// INV: A C min. Spannbaum von G /
finde Kante uv, die sicher fiir A ist o e
- A=AU{uv}

return A



12

Zuruck zum Algorithmus

Satz. Sei G = (V, E;w) ein zshg., gewichteter, unger. Graph.
Sei /' Kantenmenge eines min. Spannbaums von G.
Sei A Teilmenge von T.

Sei (S, V' \ S) ein Schnitt, der A respektiert.
Sei uv € E leicht bzgl. (5, V \ 5).
Dann ist uv sicher fir A.

GenericMST (UndirectedConnectedGraph G, EdgeWeights w)

A= o
while |A| < |V|—-1do -
// INV: A C min. Spannbaum von G / JSPCELELLN ‘

finde Kante uv, die sicher fiir A ist @ '
- A=AU{uv} e

return A



12

Zuruck zum Algorithmus

Satz. Sei G = (V, E;w) ein zshg., gewichteter, unger. Graph.
Sei /' Kantenmenge eines min. Spannbaums von G.
Sei A Teilmenge von T.

Sei (S, V' \ S) ein Schnitt, der A respektiert.
Sei uv € E leicht bzgl. (5, V \ 5).
Dann ist uv sicher fir A.

GenericMST (UndirectedConnectedGraph G, EdgeWeights w)

A= o
while |A| < |V| -1 do
// INV: A C min. Spannbaum von G / JEUCCELLE /
finde Kante uv, die sicher fir A ist ‘@
- A=AU{uv} RN

return A



12

Zuruck zum Algorithmus

Satz. Sei G = (V, E;w) ein zshg., gewichteter, unger. Graph.
Sei /' Kantenmenge eines min. Spannbaums von G.
Sei A Teilmenge von T.

Sei (S, V' \ S) ein Schnitt, der A respektiert.
Sei uv € E leicht bzgl. (5, V \ 5).
Dann ist uv sicher fir A.

GenericMST (UndirectedConnectedGraph G, EdgeWeights w)

A= o
while |A| < |V|—-1do
// INV: A C min. Spannbaum von G / /
finde Kante uv, die sicher fur A ist ~
- A=AU{uv}

return A



12

Zuruck zum Algorithmus

Satz. Sei G = (V, E;w) ein zshg., gewichteter, unger. Graph.
Sei /' Kantenmenge eines min. Spannbaums von G.
Sei A Teilmenge von T.

Sei (S, V' \ S) ein Schnitt, der A respektiert.
Sei uv € E leicht bzgl. (5, V \ 5).
Dann ist uv sicher fir A.

GenericMST (UndirectedConnectedGraph G, EdgeWeights w)

.
4

A= e .7
while |A| < |V| -1 do
// INV: A C min. Spannbaum von G / /
finde Kante uv, die sicher fir A ist o
- A=AU{uv} .

return A



12

Zuruck zum Algorithmus

Satz. Sei G = (V, E;w) ein zshg., gewichteter, unger. Graph.
Sei /' Kantenmenge eines min. Spannbaums von G.
Sei A Teilmenge von T.

Sei (S, V' \ S) ein Schnitt, der A respektiert.
Sei uv € E leicht bzgl. (5, V \ 5).
Dann ist uv sicher fir A.

GenericMST (UndirectedConnectedGraph G, EdgeWeights w)
A=
while |A| < |V|—-1do

// INV: A C min. Spannbaum von G

finde Kante uv, die sicher fir A ist
- A=AU{uv}
return A

.
'ﬁ




12

Zuruck zum Algorithmus

Satz. Sei G = (V, E;w) ein zshg., gewichteter, unger. Graph.
Sei /' Kantenmenge eines min. Spannbaums von G.
Sei A Teilmenge von T.

Sei (S, V' \ S) ein Schnitt, der A respektiert.
Sei uv € E leicht bzgl. (5, V \ 5).
Dann ist uv sicher fir A.

GenericMST (UndirectedConnectedGraph G, EdgeWeights w)
A=1

while |A| < |V|—-1do
// INV: A C min. Spannbaum von G /
finde Kante uv, die sicher fur A ist ~
- A=AU{uv}
return A




12

Zuruck zum Algorithmus

Satz. Sei G = (V, E;w) ein zshg., gewichteter, unger. Graph.
Sei /' Kantenmenge eines min. Spannbaums von G.
Sei A Teilmenge von T.

Sei (S, V' \ S) ein Schnitt, der A respektiert.
Sei uv € E leicht bzgl. (5, V \ 5).
Dann ist uv sicher fir A.

GenericMST (UndirectedConnectedGraph G, EdgeWelghts w)
A=

while |A| < |V|—-1do
// INV: A C min. Spannbaum von G /
finde Kante uv, die sicher fur A ist ~ “
- A=AU{uv}
return A




12

Zuruck zum Algorithmus

Satz. Sei G = (V, E;w) ein zshg., gewichteter, unger. Graph.
Sei /' Kantenmenge eines min. Spannbaums von G.
Sei A Teilmenge von T.

Sei (S, V' \ S) ein Schnitt, der A respektiert.
Sei uv € E leicht bzgl. (5, V \ 5).
Dann ist uv sicher fir A.

GenericMST (UndirectedConnectedGraph G, EdgeWelghts w)
A=
while |A| < |V|—-1do
// INV: A C min. Spannbaum von G
finde Kante uv, die sicher fir A ist

- A=AU{uv}
return A




12

Zuruck zum Algorithmus

Satz. Sei G = (V, E;w) ein zshg., gewichteter, unger. Graph.
Sei /' Kantenmenge eines min. Spannbaums von G.
Sei A Teilmenge von T.

Sei (S, V' \ S) ein Schnitt, der A respektiert.
Sei uv € E leicht bzgl. (5, V \ 5).
Dann ist uv sicher fir A.

GenericMST (UndirectedConnectedGraph G, EdgeWeights w)
A=1

while |A| < |V|—-1do
// INV: A C min. Spannbaum von G /
finde Kante uv, die sicher fiir A ist
- A=AU{uv}
return A




12

Zuruck zum Algorithmus

Satz. Sei G = (V, E;w) ein zshg., gewichteter, unger. Graph.
Sei /' Kantenmenge eines min. Spannbaums von G.
Sei A Teilmenge von T.

Sei (S, V' \ S) ein Schnitt, der A respektiert.
Sei uv € E leicht bzgl. (5, V \ 5).
Dann ist uv sicher fir A.

GenericMST (UndirectedConnectedGraph G, EdgeWeights w)
A=1

while |A| < |V|—-1do

// INV: A C min. Spannbaum von G /
finde Kante uv, die sicher fiir A ist
- A=AU{uv} s
return A :




12

Zuruck zum Algorithmus

Satz. Sei G = (V, E;w) ein zshg., gewichteter, unger. Graph.
Sei /' Kantenmenge eines min. Spannbaums von G.
Sei A Teilmenge von T.

Sei (S, V' \ S) ein Schnitt, der A respektiert.
Sei uv € E leicht bzgl. (5, V \ 5).
Dann ist uv sicher fir A.

GenericMST (UndirectedConnectedGraph G, EdgeWeights w)
A=
while |A| < |V|—-1do

// INV: A C min. Spannbaum von G

finde Kante uv, die sicher fir A ist
- A=AU{uv}
return A




12

Zuruck zum Algorithmus

Satz. Sei G = (V, E;w) ein zshg., gewichteter, unger. Graph.
Sei /' Kantenmenge eines min. Spannbaums von G.
Sei A Teilmenge von T.

Sei (S, V' \ S) ein Schnitt, der A respektiert.
Sei uv € E leicht bzgl. (5, V \ 5).
Dann ist uv sicher fir A.

GenericMST (UndirectedConnectedGraph G, EdgeWeights w)
A=
while |A| < |V|—-1do

// INV: A C min. Spannbaum von G

finde Kante uv, die sicher fir A ist
- A=AU{uv}
return A




12

Zuruck zum Algorithmus

Satz. Sei G = (V, E;w) ein zshg., gewichteter, unger. Graph.
Sei /' Kantenmenge eines min. Spannbaums von G.
Sei A Teilmenge von T.

Sei (S, V' \ S) ein Schnitt, der A respektiert.
Sei uv € E leicht bzgl. (5, V \ 5).
Dann ist uv sicher fir A.

GenericMST (UndirectedConnectedGraph G, EdgeWelghts w)
A=
while |A| < |V|—-1do
// INV: A C min. Spannbaum von G
finde Kante uv, die sicher fir A ist

- A=AU{uv}
return A




12

Zuruck zum Algorithmus

Satz. Sei G = (V, E;w) ein zshg., gewichteter, unger. Graph.
Sei /' Kantenmenge eines min. Spannbaums von G.
Sei A Teilmenge von T.

Sei (S, V' \ S) ein Schnitt, der A respektiert.
Sei uv € E leicht bzgl. (5, V \ 5).
Dann ist uv sicher fir A.

GenericMST (UndirectedConnectedGraph G, EdgeWelghts w)
A=
while |A| < |V|—-1do
// INV: A C min. Spannbaum von G
finde Kante uv, die sicher fir A ist

- A=AU{uv}
return A




12

Zuruck zum Algorithmus

Satz. Sei G = (V, E;w) ein zshg., gewichteter, unger. Graph.
Sei /' Kantenmenge eines min. Spannbaums von G.
Sei A Teilmenge von T.

Sei (S, V' \ S) ein Schnitt, der A respektiert.
Sei uv € E leicht bzgl. (5, V \ 5).
Dann ist uv sicher fir A.

GenericMST (UndirectedConnectedGraph G, EdgeWeights w)
A=
while |A| < |V|—-1do

// INV: A C min. Spannbaum von G

finde Kante uv, die sicher fir A ist
- A=AU{uv}
return A




12

Zuruck zum Algorithmus

Satz. Sei G = (V, E;w) ein zshg., gewichteter, unger. Graph.
Sei /' Kantenmenge eines min. Spannbaums von G.
Sei A Teilmenge von T.

Sei (S, V' \ S) ein Schnitt, der A respektiert.
Sei uv € E leicht bzgl. (5, V \ 5).
Dann ist uv sicher fir A.

GenericMST (UndirectedConnectedGraph G, EdgeWeights w)
A=
while |A| < |V|—-1do

// INV: A C min. Spannbaum von G

finde Kante uv, die sicher fir A ist
- A=AU{uv}
return A




12

Zuruck zum Algorithmus

Satz. Sei G = (V, E;w) ein zshg., gewichteter, unger. Graph.
Sei /' Kantenmenge eines min. Spannbaums von G.
Sei A Teilmenge von T.

Sei (S, V' \ S) ein Schnitt, der A respektiert.
Sei uv € E leicht bzgl. (5, V \ 5).
Dann ist uv sicher fir A.

GenericMST (UndirectedConnectedGraph G, EdgeWeights w)
A=
while |A| < |V|—-1do

// INV: A C min. Spannbaum von G

finde Kante uv, die sicher fir A ist
- A=AU{uv}
return A




12

Zuruck zum Algorithmus

Satz. Sei G = (V, E;w) ein zshg., gewichteter, unger. Graph.
Sei /' Kantenmenge eines min. Spannbaums von G.
Sei A Teilmenge von T.

Sei (S, V' \ S) ein Schnitt, der A respektiert.
Sei uv € E leicht bzgl. (5, V \ 5).
Dann ist uv sicher fir A.

GenericMST (UndirectedConnectedGraph G, EdgeWeights w)
A=
while |A| < |V|—-1do

// INV: A C min. Spannbaum von G

finde Kante uv, die sicher fir A ist
- A=AU{uv}
return A




/usammenhangskomponenten

Def. Eine Zusammenhangs-
komponente eines Graphen
Ist ein Teilgraph, der von
einer nicht vergroBerbaren
(,, inklusionsmaximalen")
zusammenhangenden Menge
von Knoten induziert wird.

/

13



/usammenhangskomponenten

Def. Eine Zusammenhangs- A
komponente eines Graphen
Ist ein Teilgraph, der von /
einer nicht vergroBerbaren
(,, inklusionsmaximalen")

zusammenhangenden Menge ° o
von Knoten induziert wird.

(V, E) wie gehabt.

Korollar. G =
A C E in einem min. Spannbaum von G enthalten.

13



13

/usammenhangskomponenten

Def.

Korollar.

Eine Zusammenhangs- A

komponente eines Graphen

Ist ein Teilgraph, der von /
einer nicht vergroBerbaren

(,, inklusionsmaximalen")

zusammenhangenden Menge ° o

von Knoten induziert wird. Ga

G = (V, E) wie gehabt.

A C E in einem min. Spannbaum von G enthalten.

Wald  Ga = (V, A)



13

/usammenhangskomponenten

Def.

Korollar.

Eine Zusammenhangs- A

komponente eines Graphen

Ist ein Teilgraph, der von /
einer nicht vergroBerbaren

(,, inklusionsmaximalen")

zusammenhangenden Menge e o

von Knoten induziert wird. Ga

G = (V, E) wie gehabt.

A C E in einem min. Spannbaum von G enthalten.

Wald  Ga = (V, A)



13

/usammenhangskomponenten

Def.

Korollar.

Eine Zusammenhangs- A
komponente eines Graphen

L. . C

ist ein Teilgraph, der von /
einer nicht vergroBerbaren

(,, inklusionsmaximalen")

zusammenhangenden Menge
von Knoten induziert wird. Ga

(V, E) wie gehabt.
E in einem min. Spannbaum von G enthalten.

G
A
C = (Vc, Ec) Zshgskomp. des Waldes G4 = (V, A).

10y ]



13

/usammenhangskomponenten

Def.

Korollar.

Eine Zusammenhangs- A

komponente eines Graphen By ;
ist ein Teilgraph, der von ;
einer nicht vergroBerbaren 5
(,, inklusionsmaximalen*)

zusammenhangenden Menge
von Knoten induziert wird. Ga

G = (V, E) wie gehabt.
A C E in einem min. Spannbaum von G enthalten.
C = (Vc, Ec) Zshgskomp. des Waldes G4 = (V, A).

(Ve, V\ Ve)



13

/usammenhangskomponenten

Def.

Korollar.

Eine Zusammenhangs- A

komponente eines Graphen By :
ist ein Teilgraph, der von ;
einer nicht vergroBerbaren L
(,, inklusionsmaximalen*)

zusammenhangenden Menge
von Knoten induziert wird. Ga

G = (V, E) wie gehabt.
A C E in einem min. Spannbaum von G enthalten.
C = (Vc, Ec) Zshgskomp. des Waldes G4 = (V, A).

(Ve, V\ Ve)



13

/usammenhangskomponenten

Def. Eine Zusammenhangs-
komponente eines Graphen
Ist ein Teilgraph, der von
einer nicht vergroBerbaren
(,, inklusionsmaximalen")
zusammenhangenden Menge
von Knoten induziert wird.

Korollar. G = (V, E) wie gehabt.
A C E in einem min. Spannbaum von G enthalten.
C = (V¢, Ec) Zshgskomp. des Waldes G = (V, A).
uv leicht bzgl. (V¢, V \ V()



13

/usammenhangskomponenten

Def. Eine Zusammenhangs-
komponente eines Graphen
Ist ein Teilgraph, der von
einer nicht vergroBerbaren
(,, inklusionsmaximalen")
zusammenhangenden Menge
von Knoten induziert wird.

Korollar. G = (V, E) wie gehabt.
A C E in einem min. Spannbaum von G enthalten.
C = (V¢, Ec) Zshgskomp. des Waldes G = (V, A).
uv leicht bzgl. (V¢, V \ V()

Dann gilt:



13

/usammenhangskomponenten

Def. Eine Zusammenhangs-
komponente eines Graphen
Ist ein Teilgraph, der von
einer nicht vergroBerbaren
(,, inklusionsmaximalen")
zusammenhangenden Menge
von Knoten induziert wird.

Korollar. G = (V, E) wie gehabt.
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Dann gilt: uv ist sicher fiir A.



Der Algorithmus von Jarnik-Prim-D
(1930/1957 /1959
Dijkstra(WeightedGraph G = (V/, E; w), Vertex s)

Initialize( G, s)

@ = new PriorityQueue(V/, d) // Gewichtung
while not Q.Empty() do

u = Q.ExtractMin()

foreach v € Adj[u] do
| Relax(u, v; w)

i;' kstra
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Der Algorithmus von Jarnik-Prim- Dykstra
JarnikPrimDijkstraMST (1930/1957/1959
DBijkstra(WeightedGraph G = (V/, E; w), Vertex s)
Initialize( G, s)
@ = new PriorityQueue(V/, d) // Gewichtung
while not Q.Empty() do
u = Q.ExtractMin()

foreach v € Adj[u] do
| Relax(u, v; w)

VO_]teCh Jarnik Robert C. Prim
(1897-1970, Prag)  (Sweetwater 1921-2021 San Clem.)
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Der Algorithmus von Kruskal

iKruskaIMST(WelghtedUndlrectedGraph G=(V,E), W)
- A=10
foreach v € V do

| MakeSet(v)

Sortiere E nicht-absteigend nach Gewicht w

foreach uv € E do
if FindSet(u) # FindSet(v) then

Was passiert hier?
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