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Wozu kürzeste Wege?
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Modellierung des Problems Routenplanung

Straßenkreuzung → Knoten

Straßenabschnitt → zwei entgegengerichtete Kanten

Einbahnstraßenabschnitt → in Fahrtrichtung gerichtete Kante

Fahrtzeit für Abschnitt e → Kantengewicht w(e) ≥ 0

Straßennetz → gerichteter, gewichteter und zusam-
menhängender Graph G = (V ,E )

Start → Knoten s ∈ V

Ziel → Knoten t ∈ V

Start-Ziel-Route → s-t-Weg, d.h. Folge von Kanten
(s, v1), (v1, v2), . . . , (vk , t) in G
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Wozu kürzeste Wege?
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Wozu kürzeste Wege? (II)



6

Was ist das Problem?
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Eingabe:

• gerichteter, zusammenhängender Graph G = (V ,E )
mit nicht-negativen Kantengewichten w : E → Q+

0 ,
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Dijkstra – BFS mit Gewichten

Dijkstra(WeightedGraph G = (V ,E ;w), Vertex s)
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BFS(Graph G , Vertex s)

Initialize(G , s)
Q = new Queue()
Q.Enqueue(s)
while not Q.Empty() do

u = Q.Dequeue()
foreach v ∈ Adj[u] do

if v .color == white then
v .color = gray
v .d = u.d + 1
v .π = u
Q.Enqueue(v)

u.color = black
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Was muss in dieser
Unterroutine passieren?

Schreiben Sie’s auf!

Relax(u, v ;w)
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Dijkstra – ein Beispiel

Initialize(G , s)
Q = new PriorityQueue(V , d)
while not Q.Empty() do

u = Q.ExtractMin()
foreach v ∈ Adj[u] do
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v .π = u
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Satz. Gegeben ein Graph G=(V,E ), läuft Dijkstras Alg. in
O(V · TExtractMin(|V |) + E · TDecreaseKey(|V |)) Zeit.
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O(V · TExtractMin(|V |) + E · TDecreaseKey(|V |)) Zeit.

⋆⋆



11

Dijkstra – die Korrektheit



11

Dijkstra – die Korrektheit

siehe [CLRS], Kapitel 24.3., Satz 24.6:
Korrektheisbeweis mittels Schleifeninvariante.



11

Dijkstra – die Korrektheit

siehe [CLRS], Kapitel 24.3., Satz 24.6:
Korrektheisbeweis mittels Schleifeninvariante.

oder



11

Dijkstra – die Korrektheit

siehe [CLRS], Kapitel 24.3., Satz 24.6:
Korrektheisbeweis mittels Schleifeninvariante.

oder

MIT-Vorlesungsmitschnitt von Erik Demaine:
http://videolectures.net/mit6046jf05_demaine_lec17



12

Wozu kürzeste Wege? (III) – SMSen

GHI

TUV

GHI

DEF

MNO

MNO

PQRS

MNO

ABC

JKL



12

Wozu kürzeste Wege? (III) – SMSen

GHI

TUV

GHI

TUV

GHI

GHI

DEFDEF

MNO

MNO

PQRS

MNO

ABC

JKL

MNO

MNO

PQRS

MNO

ABC

JKL



12

Wozu kürzeste Wege? (III) – SMSen

GHI

TUV

GHI

TUV

GHI

GHI

DEFDEF

MNO

MNO

PQRS

MNO

ABC

JKL

MNO

MNO

PQRS

MNO

ABC

JKL

10:21 für T9



13

Modellierung – SMSen

W

X

Y

Z

P

Q

R

S

T

U

V

J

K

L



13

Modellierung – SMSen

W

X

Y

Z

P

Q

R

S

T

U

V

J

K

L

Graph:



13

Modellierung – SMSen

Knoten =̂ Buchstaben

W

X

Y

Z

P

Q

R

S

T

U

V

J

K

L

Graph:



13

Modellierung – SMSen

Knoten =̂ Buchstaben
Kanten =̂ aufeinanderfolgende Buchst.

W

X

Y

Z

P

Q

R

S

T

U

V

J

K

L

Graph:



13

Modellierung – SMSen

Knoten =̂ Buchstaben
Kanten =̂ aufeinanderfolgende Buchst.

W

X

Y

Z

P

Q

R

S

T

U

V

J

K

L

Graph:



13

Modellierung – SMSen

Knoten =̂ Buchstaben
Kanten =̂ aufeinanderfolgende Buchst.

W

X

Y

Z

P

Q

R

S

T

U

V

J

K

L

Graph:



13

Modellierung – SMSen

Knoten =̂ Buchstaben
Kanten =̂ aufeinanderfolgende Buchst.

Gewichte =̂ Wahrscheinlichkeiten w

W

X

Y

Z

P

Q

R

S

T

U

V

J

K

L

Graph:

0,
02

0,03

0,03 0,15

0,00001

0,00001

0,02
0,0

10

0,001

0,001

0,
02
00,03

0,
00
00
1

0,00005

0,0
000

1



13

Modellierung – SMSen

Knoten =̂ Buchstaben
Kanten =̂ aufeinanderfolgende Buchst.

Gewichte =̂ Wahrscheinlichkeiten w

W

X

Y

Z

P

Q

R

S

T

U

V

J

K

L

Graph:

0,
02

0,03

0,03 0,15

0,00001

0,00001

0,02
0,0

10

0,001

0,001

0,
02
00,03

0,
00
00
1

0,00005

0,0
000

1
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nächstes
Mal!

letztes
Mal



15

Kürzeste Wege nach Dijkstra

Eingabe Algorithmus Laufzeit

ungewichteter Graph Breitensuche O(E + V )

nicht-neg. Kantengew. Dijkstra O(E + V logV )

azyklischer Graph topol. Sortieren O(E + V )

negative Kantengew. Bellman-Ford O(EV )

für alle Knotenpaare |V | × Dijkstra O(V (E + V logV ))

+ negative Kantengew. Floyd-Warshall O(V 3)

Johnson O(V (E + V logV ))

k kürzeste s-t-Wege Eppstein O(k + E + V logV )

✓

✓
✓

Vorlesung Adv.
Algorithms (M.Sc.)
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