Algorithmen & Komplexitat Institut fiir Informatik

Julius-Maximilians-
UNIVERSITAT  Lohetunin I 1 I " f
WURZBURG INFORMATIK | I I

Algorithmen und Datenstrukturen

Wintersemester 2023/24
4. Vorlesung

Laufzeitanalyse — Beispiele

Prof. Dr. Alexander Wolff Lehrstuhl fiir Informatik |



Analyse von Aktienkursen
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A Es geniigt nicht,
nur Minimum

_ und Maximum
Profit zu suchen!
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Zeit [Tage]

Problem. Gegeben: Folge A[l..n] von Aktienkursen in Euro.
Gesucht: Paar (/,j) mit 1 <i<j<n,

SO da— ximal.
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Analyse von Aktienkursen

Problem: Gegeben: Folge A[l..n] von ganzen Zahlen

Gesucht: Paar (i,j) mit 1 </ <j <n, II\)/I”A:?—
so dass A[j] — A[i] maximal.
Losung: per ,roher Gewalt”
Gbung: — fiir alle erlaubten Paare (/,j) berechne A[j] — Al/]

Schreiben Sie . ) ..
Pseudocode! — g|b MaXImum ZurUCk

Laufzeit = Anzahl der berechneten Differenzen
= Anzahl erlaubter Paare 5

n-—n
=(n=1)+ (=2 +... 4241 = —

c O(n?)




Ein ahnliches Problem

Problem:

LOsung:

Ubung:
Schreiben Sie
Pseudocode!

Laufzeit

Gegeben: Folge A[l..n] von ganzen Zahlen

Gesucht: Paar (/,j) mit 1 </ < j <n,
so dass » - _.A[k] maximal.

7| 41-91 11-3] 3| 1|{12] O0|-2]| O] 4

2

-3| 2

per ,roher Gewalt"

— gib Maximum zuriick

~ Anzahl der Additionen Y

—|fiir alle erlaubten Paare (i, j)|berechne

MAX-
SUM

= (6, 13)

oder (1, 13)

i ALK]

Obere Schranke dafiir: O(n?)|

O(n)

Untere Schranke (Anz. Paare)
Wo ist die Wahrheit?

= O(n?)
= Q2(n?)




Genauere Analyse

Laufzeit =~ Anzahl der Additionen des Rohe-Gewalt-Algos:

«—S—
NETTT-1-
Beob. e Anz. der Summen mit s Summanden ist n — s + 1.

e s Summanden bendtigen s — 1 Additionen.

= Anz. Add. = > |_(n—s+1)-(s—1)
=n-04+(n—-1)-14+4(n—2)-24...42-(n—2)+1-(n—1) €*—
:..._|_%.£_|_..._|_g.g_|_..._|_£.%4_... c _Q(n?’)

. ~~ -~ Ubung: o
n n Berechnen Sie diese Summe __|

g + 1 Terme der GroBBe mindestens 2 ° 4 genauund beweisen Sie lhr

Ergebnis per Induktion!

= Der Rohe-Gewalt-Alg. lduft in O(n*) N R2(n*) = O(n?) Zeit.

Wie berechnen? 5

? # Add. = an3—|—bn +cn+d
Can we do better * Wertetabelle fiir n=1,2,3,4.

LGS aufstellen + ldsen!




Eine schnellere Losung

Problem:

ldee:

Gegeben: Folge A[l..n] von ganzen Zahlen
Gesucht: Paar (/,j) mit 1 <i<j<n,
so dass S;; = > _: Alk] maximal.

Fiurli =1, .
bereChne Sllr 5/ a+1, I A+2 I d+3r e e ey Si,n

FINBNENERNY

Wie? Alil Ali+1] Ali+2] Ali+ 3] Aln]

J/

-~

F— n — [ |Additionen
n—1

Insgesamt S [n—i] =5 = 220 ¢ o(n?)
=1 j=0 Additionen

S




Eine noch schnellere Losung?

Idee: Drei Moglichkeiten, wo maximale Teillsumme liegt:

EEEEEEEEENEEEEEEEEE

links der Mitte die Mitte enthaltend rechts der Mitte

Nimm Entwurfstechnik Teile & Herrsche!

— teile: in zwei ungefahr gleichgroBe Halften

— herrsche: durch rekursive Aufrufe fiir li. u. re. Halfte

— kombiniere: kontrolliere@lle)Teilsummen, die die Mitte
enthalten

Davon gibt's 5 -5 € O(n?)
Einsicht: Wenn die maximale Teilsumme die Mitte enthilt,
dann muss ihr linker Teil (bis zur Mitte) maximal sein
und dann muss ihr rechter Teil (ab der Mitte) maximal sein.
= Konnen li. u. re. Teil unabhangig voneinander berechnen!



Teile & Herrsche

MaxTeilfeld(int[] A, int beginn = 1, int ende = A.length)

if beginn == ende then
return (beginn, ende, A[beginn))

herrsche (in wenen Teilinstanzen)

else

mitte = | (beginn + ende) /2] | teile herrsche
(L-beginn, L-ende, L-summe) = MaxTeilfeld(A, beginn, mitte)

(R-beginn, R-ende, R-summe) = MaxTeilfeld(A, mitte + 1, ende)
(M-beginn, M-ende, M-summe)=

MaxMittleresTeilfeld(A, beginn, mitte, ende)
return (Tripel mit groBter Summe) kombiniere

Laufzeit:  Tyt(1) = ©(1)
firn> 1. Tur(n) = Tur([n/2]) + Tmt([n/2]) + Tammt(n)
~ 2 - TMT(n/2) + T|\/||\/|T(n)
Tiwr(n) = 7



Kombiniere

MaxMittleresTeilfeld(int[] A, int beginn, int mitte, int ende)
L-summe = —o0
summe = 0
for i = mitte downto beginn do

L-max R-max

Vervollstiandigen Sie S lm’“@ l .
den Algorithmus!

|- A 7
Ve Ve

L-summe R-summe

R-summe = —o
summe = 0

for i = mitte + 1 to ende do
| // analog zu oben

return (L-maz, R-mazx, L-summe + R-summe)



Kombiniere

MaxMittleresTeilfeld(int[] A, int beginn, int mitte, int ende)
L-summe = —o0
summe = 0
for i = mitte downto beginn do
summe = summe@ Al/]
if summe > L-summe then L-summe =
L L-summe = summ.e MaX;<k<mitte Sk,mitte
L L-maz =1 Laufzeit? \/
‘—hier Anz. Additionen
matte — beginn + 1

for i ) 1o d ende — mitte
or | = miite + 1 tOo enae do ende — beginm + 1

| // analog zu oben @ —_—

return (L-maz, R-mazx, L-summe + R-summe)

Korrektheit? \/

Schleifeninvariante:
summe = S; mitte und

R-summe = —oo
summe = 0




Putting Things Together

Laufzeit von MaxTeilfeld:
Tut(1) = ©(1)
firn>1:  Tmt(n) =2 Tut(n/2) + TvumT(n)
=2 Tmt(n/2) +n
= Vus(n) = O(nlog; n)

Denkaufgaben:

e Losen Sie MAXSUM in O(n) — also in linearer — Zeit!

e Was hat MAXSUM mit MAXDIFF (vom Anfang der VL) zu tun?

Und wenn...? T(n)=2-T(n/2)+4n (und T(1) = ©6(1))
Gilt dann auch T(n) = O(nlogn) 7?

10 -



Ubersicht

Algorithmus

Rohe Gewalt

Reihenfolge der
Summen andern

Teile & Herrsche

| inearer Scan

— Anzahl der Additionen
— geschatzte Rechenzeit
Laufzeit n = 1000 n = 1000000
107 1s 10'® 31,7y
10° 1ms 102 1000
17 m
0 3-10° 3 pus 6-10° 6ms
10°  1pus 10° 1ms
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