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Graphen farben

Def.

Beob.

Beob.

Bewelis.

Satz.

Sei G ein Graph.
Eine Abbildung f: V(G) — {1,..., k} heiBt k-Farbung,
falls fiir alle uv € E(G) gilt f(u) # f(v).

G bipartit & G 2-farbbar. G k-partit < G k-farbbar.

Jeder planare Graph ist 6-farbbar.

V, —
G hat einen Knoten v vom Grad < 5. G v
Firbe G — v induktiv. = N(v) verwendet < 5 Farben.

Nimm sechste Farbe flr v.

Fiinf-Farben-Satz [Heawood 1890]
Jeder planare Graph ist 5-farbbar.

Percy John Heawood
1861 Newport, GB
1955 Durham, GB




Der Vier-Farben-Satz von 1976
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Satz. Vier-Farben-Satz

Jeder planare Graph ist 4-farbbar.
é‘é [Appel & Haken 1976]

[Robertson, Sanders, Seymour, Thomas 1997]



Eine andere Art von Farbung

Def.

Bsp.

Gegeben ein Graph G und fiir jeden Knoten v
von G eine Liste L, von , Farben”
so ist eine Listenfarbung von G eine Abbildung
A V(G)—=U, L, mit e A(v)e L, und

o \(u) # A(v) Yuv € E(G).

Eine ,,normale” Farbung c: V(G) — {1,..., k}
entspricht einer Listenfarbung mit L, = {1,..., k}
fiir alle ve V(G).



Listenfarbbarkeit

Def. Ein Graph G ist k-listenfarbbar, wenn G fiir jede Wahl
von Listen der Lange k eine Listenfarbung hat.

?/
Beob. G k-listenfarbbar = k-farbbar.

Bsp. Jeder bipartite Graph ist 2-farbbar —
aber nicht unbedingt 2-listenfarbbar.
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Listenfarbbarkeit planarer Graphen

Satz. Nicht-Vier-Farben-Satz [Voigt, 1993]
Nicht jeder planare Graph ist 4-listenfarbbar.

Satz. Jeder planare Graph
ist 5-listenfarbbar. [Thomassen 1994]
(also auch 5-farbbar!)

Carstnomasen |
1948 in Grindsted, DK



Beweis von Thomassens Satz

OBdA G fast trianguliert, d.h. alle Innenfacetten sind Dreiecke
und der Kreis, der die AuBBen-

X facette begrenzt, ist einfach.
Thomassens Trick:
K Verscharfe Aussage,
By beweise mit Induktion!

Beh. Falls G fast trianguliert (mit einfacher AuBenfacette K)
und (i) zwei adj. Knoten x,y € V(K) mit xy € E(K)
sind mit o = [ gefarbt,
(i) |L,| >3 firalleve K\ {x,y}
(iii) |L,| > 5 firalle v e V(G) \ V(K),

dann lasst sich die Farbung von x & y auf G fortsetzen.
Bew. Per Induktion iiber n = |V(G)].
@ O
n=3: {EZ Farbe z mit Farbe v € L, \ {«a, B}. \/
X y



Induktionsschritt n > 3

Fall 1:

Fall 2:

K hat Sehne uv.
uv zerlegt K in K1 und Kb.

Sei Gy der Teilgraph von G auf und innerhalb K; + uv.
Wende Induktionsvoraussetzung (IV) auf Gy an. Definiere Go.

Wende IV (mit schon gefarbten Knoten u und v!) auf G; an. \/

K hat keine Sehne.
Sei w # y Nachbar von x auf K.

Sei N(w) = {x, wy, ..., we, v} Nachbarschaft
von w.

ILy| >3 = 3v,6 €L, \{a}

L, =Ly \{7.0}. G'= G — wist fast trianguliert.

= G’ mit Listen L’ erfiillt IV = 5-Listenfarbung von G’
Farbe w mit {~,0}\ Farbe(v) = 5-Listenfarbung von G\/ []



Planaritatstest

Satz. [Hopcroft & Tarjan, J. ACM 1974]
Sei G ein einfacher Graph mit n Knoten. Dann kann
man in O(n) Zeit entscheiden, ob G planar ist.

Ziemlich kompliziert! =
Wir behandeln einfacheren Algorithmus mit Laufzeit O(n?).
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Planaritatstest

Satz. [Auslander & Parter 1961}
Sei G ein einfacher Graph mit n Knoten. Dann kann
man in O(n’) Zeit entscheiden, ob G planar ist.

Beobachtung.

G planar < jede Zusammenhangskomponente von G ist planar.

Also konnen wir uns auf Algorithmen fiir zusammenhangende
Graphen beschranken.



/weifacher Knotenzusammenhang

bzgl. Inklusion maximale Knotenmenge K C V(G),
fir die G[K] zweifach zusammenhangend ist

Behauptung. G planar &

jede Zweifach-Zusammenhangskomponente
(ZZK) von G ist planar.

11
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/weifacher Knotenzusammenhang

bzgl. Inklusion maximale Knotenmenge K C V(G),
fir die G[K] zweifach zusammenhangend ist

Behauptung. G planar &
jede Zweifach-Zusammenhangskomponente

(ZZK) von G ist planar.

//ZKs|sind iiber [Schnittknoten|verbunden und bilden den sog.
[Zwei-Block-Baum der in%earzeit berechnet werden kann.
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/weifacher Knotenzusammenhang

bzgl. Inklusion maximale Knotenmenge K C V(G),
fir die G[K] zweifach zusammenhangend ist

Behauptung. G planar &
jede Zweifach-Zusammenhangskomponente

(ZZK) von G ist planar.

//ZKs|sind iiber [Schnittknoten|verbunden und bilden den sog.
[Zwei-Block-Baum der in%earzeit berechnet werden kann.

Es geniigt, zweifach
zusammenhangende
Graphen zu betrachten.



Ziel und Strategie

Ziel: Planaritatstest fiir zweifach zusammenhangende Graphen.

Strategie:

e Berechne separierenden Kreis und zerlege Graph in
sogenannte

e Untersuche Grobstruktur der

e J[este rekursiv.

12



Teilstiick

Def. Sei C ein Kreis und seien e, ¢’ ¢ C Kanten.

Dann heiBen e und €’dquivalent (beziiglich C), wenn sie
durch einen Pfad verbunden sind, der C nicht beriihrt.

Die resultierenden Aquivalenzklassen heiBen Teilstiicke
(beziiglich C). Jedes Teilstiick hat > 2 Ankniipfpunkte.

&
&

Teilstlicke bzgl. C

13



Separierender Kreis

Def. Ein Kreis heillt separierend, wenn er mindestens zwei
Teilstiicke induziert.

separierend nicht separierend

14
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Existenz separierender Kreis

Lem;. Sei C ein nicht-separierender Kreis mit Teilstiick P.
Falls P kein Pfad ist, dann besitzt G einen separierenden
Kreis C’, der aus einem Teilpfad von C und einem Pfad
in P zwischen zwei Ankniipfpunkten von P besteht.

Beweis.

Seien v und v aufeinanderfolgende
Ankniipfpunkte von P in der zyklischen
Reihenfolge von C. C’

Betr. u-v-Pfad ~ auf C ohne innere Ankniipfp.
Sei 7 ein u-v-Pfad in P. ¥,
Betrachte Kreis ' := C +m7 —~ = ~ ist Teilstiick bzgl. C’.
Falls P kein Pfad ist, existiert eine Kante e € E(P) \ E(7).

Teilstiick 0, das e enthalt, ist verschieden von v = (' sep.
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Einander storende Tellstucke

G planar = jedes Teilstiick wird entweder komplett im Inneren
oder im AuBeren von C eingebettet.

Beob. Zwei Teilstiicke P # @ konnen auf der gleichen Seite

Def.

von C eingebettet werden < es existiert ein Teilpfad ~
von C, so dass « alle Ankiipfpunkte von @ enthalt,
aber kein innerer Knoten von v Ankniipfpunkt von P ist.

Y
/wei Teilstiicke, die nicht auf W
der gleichen Seite von C
eingebettet werden kdnnen, ‘

storen einander.
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Storgraph
Def. Der Stérgraph | (beziiglich C) hat als Knoten die

Teilstiicke. Zwel Teilstlicke sind adjazent genau dann,
wenn sie einander storen.

D Q0
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Bipartiter Storgraph

Lem,. Sei G ein Graph mit separierendem Kreis C und Stor-
graphen /. Der Graph G ist genau dann planar, wenn

(i) fiir jedes Teilstiick P der Graph C + P planar und
(ii) der Storgraph [/ bipartit ist.

Beweis. Ubung.

C ®‘@

= nicht planar!
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Berechnung Storgraph

Beob. Die Nachbarn eines Teilstiicks P im Storgraphen lassen
sich in O(n) Zeit bestimmen, wenn die Teilstiicke
bekannt sind.

Der Stérgraph lisst sich so in O(n?) Zeit aufbauen.

Nummeriere Knoten von C mit
Nummern {0, ..., 2k — 1} wie
abgebildet.

Teilstiick Q stort P nicht &
alle Ankniipfpunkte von @ liegen
In einem Intervall der Art

[2i,2i + 2 ]
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Planaritatstest “bune

Falls G keinen separierenden Kreis hat, ist G planar.

Planarity Test(zweifach-zsghd. Graph G, separ. Kreis‘\Cu

Berechne Teilstiicke bzgl. C
foreach Teilstiick P, das|kein|Pfad ist do Ubune:

. ung:
G'=C+P <= G’ ist zweifach

C'=C- v+ 7 wie in Lemy zusammenhangend.
if PlanarityTest(G’, C') == fm

L return false Baut nicht-sep. Kreis C
in sep. Kreis C" um.

Berechne Storgraphen |

if | bipartit then Sei G ein Graph mit sep. Kreis C und

return true Storgraphen /. Dann ist G planar <
else (i) fiir jedes Teilstiick P ist C + P planar,
return false (i) / ist bipartit.

Korrektheit? Per Induktion iiber |E| mit Hilfe von Lemg./A
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Laufzeit

Falls G mehr als 3n — 6 Kanten hat, ist G nicht planar.

Also konnen wir davon ausgehen, dass G O(n) Kanten hat.

Berechnung der Teilstiicke in O(n) Zeit durch Modifikation
von BFS (Knoten auf C werden nicht exploriert).

Berechnung des Stérgraphen in O(n?) Zeit.

= Jeder Aufruf (ohne Rek.) in O(n?) Zeit.
Beh. Anz. der Aufrufe (nicht nur der Teilstiicke!) ist < |E(G)|.

Beweis folgt auf der nachsten Folie!

= Gesamtlaufzeit O(n?)
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Anzahl der rekursiven Aufrufe

Beh.  Die Anzahl der rekursiven Aufrufe ist hochstens |[E(G)|.

Beweis. Assoziiere mit Aufruf (G, C’) eine Kante e € C' — C.
Leige:  Keine Kante wird 2x assoziiert!

_ C’ C
Planarity Test( G, C)
foreach Nicht-Pfad-Teilstiick P do €
G/ — C —|— P TT

C'=C—~y+mn // ™ C P
if PlanarityTest(G’, C’) ...

1. Beob. ep e CP
= ep # eps fir jedes Teilstiick P’ # P von G.

2. Beob. e liegt immer auf dem neuen Stiick m des sep. Kreises
Frithere Kanten e liegen auf C N C’ oder auf 7.‘)

J Kein Teilstiick —

Altes Stiick des sep. Kreises! wird in Rekursion ignoriert!
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