Julius-Maximilians-
UNIVERSITAT  Lohvetunin I 1 I " f
WURZBURG INFORMATIK | I I

Algorithmen & Komplexitat Institut fiir Informatik

Algorithmische Graphentheorie

Sommersemester 2023

9. Vorlesung

Farbungen, Cliquen, unabhangige Mengen
und chordale Graphen

Alexander Wolff Lehrstuhl fiir Informatik |



Farbungen und chromatische Zahl

Def. Sei G ein Graph. Eine k-Farbung ist eine Abbildung
f.: V(G)—{1,..., k},
so dass fiir alle uv € E(G) gilt f(u) # f(v).
X(G) = min{k | G hat eine k-Farbung} heiBt
chromatische Zahl von G.

Bsp. 1 1 1

—t
N

Bsp. 2 1 fallsn=1,
x(Cn) = < 2 falls n gerade,

3 sonst.




Anwendungen fiir Farbungen

e Frequenzzuweisung bei Mobilfunk (Knoten = Sender,
Kanten entsprechen Interferenzen)

e Farben von politischen Landkarten (planare Graphen)

e Ablaufplanung (minimiere Makespan) bei Zugriff auf
beschrankte Ressourcen




Cliquen und unabhangige Mengen

Def.

Beob;.
Bsp.

Def.

<>

Eine Clique ist eine Menge C C V(G),
so dass fiir alle Paare {u, v} C C gilt, dass uv € E(G).

w(G) = max{|C|: C ist Clique in G} @
heiBt Cliquenzahl von G.
Fiir jeden Graphen G gilt: x(G) > w(G).

Graph mit x(G) > w(G)? Cokg1, k> 2
Graph mit x(G) = w(G)? K,, also V(G) ist Clique.

In einer unabhangigen (oder stabilen) Menge | C V(G)
gilt fiir jedes Paar {u,v} C I, dass uv ¢ E(G).

a(G) = max{|U|: U ist unabhangige Menge in G}
heiBt Unabhangigkeitszahl (o. Stabilitdtszahl) von G.



Zusammenspiel (1) Farbklasse

Beob,. Sei f eine k-Farbung von G. Dann ist f~=1(i) C V
furr=1,..., k eine unabhangige Menge.

= [f71(/)] < a(G) = n < x(G) - a(G)
Kor. X(G) > max{w(G),n/a(G)}.
Beobs. x(G) < E +/2IE(6) + %J |

Beweis. Sei f eine k-Farbung von G mit k = x(G)
— 1 Zwischen je 2 Farbklassen bzgl. f gibt's > 1 Kante.

=




Zusammenspiel (2) Menge aller 2-elementigen

Teilmengen von V(G)
Def. Sei G ein Graph.

Dann ist G mit V(G) = V(G) und
E(G) = (V(QG)) \ E(G) der Komplementgraph von G.

Beob,. Es gilt )
(i) 1E(G)| +|E(G)] = (Vi)
(i) G=G

(iii) S Clique in G < S unabhangig in G
(iv) w(G) = a(G) und a(G) = w(G)
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Chordale Graphen

Berechnung der Zahlen a(G), w(G) und x(G) ist
Im Allgemeinen NP-schwer!

Wir beschaftigen uns nun mit einer Graphklasse, fiir die diese
Zahlen effizient bestimmt werden konnen.

Def. Ein Graph G = (V, E) heiBt chordal, wenn jeder
einfache Kreis der Lange > 4 mindestens eine Sehne
besitzt, d.h. eine Kante, die zwei nicht aufeinander
folgende Knoten des Kreises verbindet.

chordal nicht chordal



Simpliziale Knoten

Def. Knoten v heiBt simplizial, falls N(v) Clique in G.

Satz. Jeder chordale Graph enthalt einen simplizialen Knoten.

ex. U C V(G) mit G[U] :=
(U, {uv e E(G) |uveU})

Beobs. G chordal = jeder induzierte Teilgraph von G ist chordal

= G — v enthalt ebenfalls einen simplizialen Knoten u
und G — {v, u} enthilt einen simplizialen Knoten w, ...




Perfektes Eliminationsschema

Def. Eine Nummerierung (vq, ..., v,) der Knotenmenge
V(G) heiBt perfektes Eliminationsschema, wenn fiir
i=1,..., n gilt: v; ist simplizial in G[{v;, ..., Va }H.

vi ist simplizial in G[V(G)] = G

vp ist simplizial in G[V(G) —w| =G —w»

vs ist simplizial in G — {vq, vo} usw.

Satz von Dirac und Beobs =

Jeder chordale Graph hat ein perfektes Eliminationsschema!
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Chordalitat und Eliminationsschemata

Satz. G chordal < G hat perfektes Eliminationsschema

Bewels.
.= Iteriere Dirac (vgl. vorherige Folie)

=
Sei K einfacher Kreis der Lange > 4.

Sei v; € K Knoten mit kleinster Nummer i/ im

T V;
Eliminationsschema. :

Die Nachbarn (v; und vi) von v; auf K sind adjazent in G,
da v; simplizial in Glv;,..., Vol und j > i und k > i.

Perfektes Eliminationsschema lasst sich in Polynomialzeit
errechnen. (Iteriere Dirac: O(|V|*) = O(|V| - |V]-|V]?)).



Anwendungen der Charakterisierung

1. Uberpriifen von Chordalitit.
2. Berechnen einer groB8ten Clique bzw. der Cliquenzahl!

3. Bestimmen einer optimalen Farbung bzw. der
chromatischen Zahl!
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Uberpriifen von Chordalitit

Zeigen Sie, dass dieser Zeigen Sie, dass dieser
Graph chordal ist: Graph nicht chordal ist:
C C
d d
e e
Der Graph hat das Der Graph (oder ein
Eliminationsschema induzierter Teilgraph)
(d,c,b,a,ef). hat keinen simplizialen

Knoten!
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Berechnung einer groBten Clique @

Eine Clique heiBt erweiterbar, falls sie echte Teilmenge einer
anderen Clique ist. GroBte Cliquen sind nicht-erweiterbar!

Lemma. Sei v, ..., v, perfektes Eliminationsschema.
Dann hat jede nicht-erweiterbare Clique in G die

Form {v;} U (N(v;) N {viiq,..., Vn}).
Beweis. Sei C nicht-erweiterbar und v; € C mit kleinstem 1.
C'={vi} UN(v;) " {vis1, ..., vy }) ist Clique,
da v; simplizial in Glv;, ..., v,].
C C C’, da i min.
C = (C’, da C nicht-erweiterbar.

= Es gibt hochstens n nicht-erweiterbare Cliquen in G!

Also konnen wir eine groBte Clique (und somit w(G)) in
Polynomialzeit berechnen — durch Aufzahlen dieser Cliquen.



Berechnung einer optimaler Farbung

e Farbe v, mit 1.

e Fuiri=n—-1,..., 1:

-arbe v; mit kleinstmoglicher natiirlicher Zahl, mit der kein
Nachbar bereits gefarbt wurde.

Sei C; = {V,'} U (N(V,) M {V,'_|_1 ..... Vn}) = (C; ist Cllque|
= ‘C,‘ < w(G) = Also ‘N(V,) M {V,'_|_1, e Vn}‘ < w(G) — 1.
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= Wir kdnnen v; stets mit einer Farbe in {1,..., w(G)} farben.

Wegen w(G) < x(G) gilt, dass unsere Farbung optimal ist!

Satz. |n chordalen Graphen kann man groBte Cliquen und
optimale Farbungen effizient ermitteln.
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Satz von Dirac W
4

Def. Knoten v heiBt simplizial, falls N(v) Clique in G.

Satz. Jeder chordale Graph enthalt einen simplizialen Knoten.

Beweis. Sei G ein chordaler Graph.
Beweis per Induktion iiber n = |V(G)]. U N(U) Q
IA:n=1= E(G)=0 = O.K.

IS: n > 2. Falls G vollstindiger Graph = O.K.

Ansonsten existiert u # v mit uv ¢ E(G).

Wahle U C V(G) mit maximaler Kardinalitat, so dass

(i) G[U] zusammenhangend
(i) UUN(U)+# V(G)

Ein U' C V(G) mit (i) und (ii) ex. immer:
zB. U ={u} =v& U UN).



Beweis (Fortsetzung)

Sei W = V(G) — (UU N(U)) # 0.

Fiir jedes x € N(U): W C N(x).
Andernfalls: U’" := U U {x}, G[U'] zshgd., U"U N(U") # V(G)
aber |[U'| > |U| = ¢ zur Maximalitat von U.

= Jeder Knoten in W ist mit jedem in N(U) verbunden! (*)

Beobs. == G[W] chordal =% ex. v € W simplizial in G[W]

Behauptung: v simplizial in G (also Clique)
Beachte: N(v) N W ist Clique, da v simplizial in G[W].

(*)=Vwe Nv)NW:Nw)nNU) = N(U)
= N(v) N N(U)

Bleibt zu zeigen, dass N(U) Clique ist.
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Beweis (Fortsetzung)
Bleibt zu zeigen, dass N(U) Clique ist.
Angenommen es ex. a # b in N(U) mit ab & E(G).
= es ex. a-b-Weg P, in G[U U {a, b}|, da G[U] zshgd.
oBdA P,, kiirzester solcher Weg. U y
P., hat Liange > 2, da ab ¢ E(G).! Cb A

B
= C := P,, + bv + va ist einfacher Krels der Lange > 4

C hat keine Sehne, da v ¢ N(U) und P, kiirzester Weg. 4
= N(U) ist eine Clique.
= N(v) ist eine Clique.

= v ist simplizialer Knoten in G.
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Ausblick: Perfekte Graphen

Def. Ein Graph G = (V/, E) heiBt perfekt, wenn fiir jeden
induzierten Teilgraphen H von G gilt: w(H) = x(H).

Bsp. 1 Fiir chordale Graphen gilt w(G) = x(G). AuBerdem
Ist jeder induzierte Teilgraph wieder chordal.
— chordale Graphen sind perfekt!

Bsp. 2 Bipartite (2-farbbare) Graphen sind perfekt.

Auch in perfekten Graphen kénnen w(G) und x(G) effizient
bestimmt werden. AuBlerdem:

Satz. G ist genau dann perfekt, wenn G perfekt ist.
[Lovasz '72]

Satz.  Die Berechnung von aG), w(G) und x(G) ist fiir
perfekte Graphen effizient moglich.
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