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Ubersicht
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I1) Hamiltonkreise

Def. Sei GG ein (un-)gerichteter Graph.

Ein Hamiltonkreis (-weg) in G ist ein Kreis (Weg),
der jeden Knoten genau einmal durchlauft.

Ein Graph heiBt hamiltonsch, falls er einen
Hamiltonkreis enthalt.

Sir William Rowan Hamilton lcosian Game / Traveller's Dodecahedron

------
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1805 Dublin — 1865 Dunsink (c) 2002 James Dalgety, The Puzzle Museum



A Voyage Round the World

Frage: Ist das Skelett des Dodekaeders hamiltonsch?

Antwort: Jal

Die Skelette der vier anderen platonischen Korper auch.



Bad News

Satz. [Karp, 1972]

S, |

(Un)gerichteter Hamiltonkreis und -weg sind NP-schwer.

Beweis. SAT ist NP-schwer [Cook, 1971]
SAT (Zp) CLIQUE =, VC <, gerHK <, HK T

— ,ldsst sich (in Polynomialzeit) reduzieren auf"
— . ist hochstens so schwer wie"

Was nun?

e Finde Graphenklassen, in denen alle Graphen hamiltonsch sind.

e Finde moglichst groBe Graphenklassen, in denen das Hamiltonkreis-
Problem polynomiell 16sbar ist.

e Finde notwendige oder |hinreichende Bedingungen|dafiir, dass ein
Graph hamiltonsch ist.




Satz von Bondy und Chvatal [1976]

Satz.  Sei G ein ungerichteter Graph mit |V (G)| > 3.
Seien u und v nicht-adjazente Knoten von G mit
deg(u) + deg(v) > n := |V]. Dann gilt:

GG hamiltonsch < G 4 wv hamiltonsch.

Beweis. =" Jeder HK in G ist auch ein HK in G + uw.
<" Annahme: Jeder HK in G + uv benutzt die Kante uv.

vy K w3 Sei K = {(u = vy,vy,...,v, = v,u) ein solcher HK.
N(v) :=A{v; € V:wvv; € E} sind die Nachbarn von v.

£ / F(v) :={v; € V:wv;_1 € N(v)} sind deren Nachfolger.
Y Es gilt deg(v) = [N (v)] = |F(v)]

S

> u ¢ N(u)UF(v) = |[N(u)UF(@w)| <n-—1.
Aber |N(u)|+ |F(v)| = deg(u) + deg(v) > n.
Es gilt immer |ANB|=|A|+ |B|— |AUB| = >1 =



Satz von Dirac

Satz.

Kor.

Bewelrs.

[Chvatal & Bondy]
Sei G ein ungerichteter Graph mit |V(G)| > 3.
Seien u und v nicht-adjazente Knoten von G mit
deg~(u) + deg-(v) > |V|. Dann gilt:

GG hamiltonsch < G + uv hamiltonsch.

Sei (G ein ungerichteter Graph mit n := |V(G)| > 3.
Falls jeder Knoten von GG Grad > n/2 hat, so ist G
hamiltonsch.

Probieren Sie's!
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