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Graphen farben

Def.

Beob.

Beob.

Bewelis.

Satz.

Sei G = (V, E) ein Graph.
Eine Abbildung f: V — {1, ..., k} heiBt k-Farbung,
falls fiir alle uv € E gilt f(u) # f(v).

G bipartit & G 2-farbbar. G k-partit < G k-farbbar.

Jeder planare Graph ist 6-farbbar.

Cohat e Ve G—v
at einen Knoten v vom Grad < 5.

Fiarbe G — v induktiv. Nimm sechste Farbe fiir v.

Fiinf-Farben-Satz [Heawood 1890]
Jeder planare Graph ist 5-farbbar.

Percy John Heawood
1861 Newport, GB
1955 Durham, GB




Der Vier-Farben-Satz von 1976
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Satz. Vier-Farben-Satz

Jeder planare Graph ist 4-farbbar.
é‘é [Appel & Haken 1976]

[Robertson, Sanders, Seymour, Thomas 1997]
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Eine andere Art von Farbung

Def.

Bsp.

Gegeben ein Graph G und fiir jeden Knoten v
von G eine Liste L, von , Farben”
so ist eine Listenfarbung von G eine Abbildung
AV —=U, L mit eX(v)elL, und

e \(u) # A\(v) Vuv € E(G).

Eine ,,normale” Farbung c: V — {1, ..., k} entspricht
einer Listenfarbung mit L, = {1, ..., k} fiir alle ve V(G).
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Def. Ein Graph G = (V/, E) ist k-listenfarbbar, wenn G fiir
Jjede Wahl von Listen der Lange k eine Listenfarbung hat.

?/
Beob. G k-listenfarbbar = k-farbbar.

Bsp. Jeder bipartite Graph ist 2-farbbar —
aber nicht unbedingt 2-listenfarbbar.
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Listenfarbbarkeit planarer Graphen

Satz. Nicht-Vier-Farben-Satz [Voigt, 1993]
Nicht jeder planare Graph ist 4-listenfarbbar.

Satz. Jeder planare Graph
ist 5-listenfarbbar. [Thomassen 1994]
(also auch 5-farbbar!)

Carstnomasen |
1948 in Grindsted, DK
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John Edward Hopcroft
*1939, Seattle, WA, U.S.A.

Robert Endre Tarjan
*1948 Pomona, CA, USA
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Satz. [Hopcroft & Tarjan, J. ACM 1974]
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Ziemlich kompliziert! =
Wir behandeln einfacheren Algorithmus mit Laufzeit O(n?).
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Planaritatstest

Satz. [Auslander & Parter 1961}
Sei G ein einfacher Graph mit n Knoten. Dann kann
man in O(n’) Zeit entscheiden, ob G planar ist.

Beobachtung.

G planar < jede Zusammenhangskomponente von G ist planar.

Also konnen wir uns auf Algorithmen fiir zusammenhangende
Graphen beschranken.
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Graphen zu betrachten.
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Teilstiick
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Teilstiick

Def. Sei C ein Kreis und seien e, ¢’ ¢ C Kanten.
e und e’ heiBen dquivalent (beziiglich C), wenn sie
durch einen Pfad verbunden sind, der C nicht beriihrt.

Die resultierenden Aquivalenzklassen heiBen Teilstiicke
(beziiglich C).

Jedes Teilstiick hat > 2 Ankniipfpunkte.

Teilstlicke bzgl. C



Separierender Kreis

Def. Ein Kreis heillt separierend, wenn er mindestens zwei
Teilstiicke induziert.
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Existenz separierender Kreis

Lem;. Sei C ein nicht-separierender Kreis mit Teilstiick P.
Falls P kein Pfad ist, dann besitzt G einen separierenden
Kreis C’, der aus einem Teilpfad von C und einem Pfad
in P zwischen zwei Ankniipfpunkten von P besteht.

Beweis.
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Berechnung Storgraph

Beob. Die Nachbarn eines Teilstiicks P im Storgraphen lassen
sich in O(n) Zeit bestimmen, wenn die Teilstiicke
bekannt sind.
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Planaritatstest

Planarity Test(zweifach-zsghd. G = (V/, E), separ. Kreis C)

Berechne Teilstiicke bzgl. C
foreach Teilstiick P, das kein Pfad ist do

G =C+P

C':=C—~+m wie in Lem;

if PlanarityTest(G’, C') == false then
| return false

Berechne Storgraphen |
if / bipartit then
return true

else

return false
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Falls G keinen separierenden Kreis hat, ist G planar.

Planarity Test(zweifach-zsghd. G = (V/, E), separ. K@

Berechne Teilstiicke bzgl. C

foreach Teilstiick P, das|kein

Pfad ist do

L return false

Berechne Storgraphen |
if / bipartit then
return true

else

return false

Korrektheit?

/ Ubung:
G'=C+P -— G’ ist zweifach
C' .= C—~+ m wie in Lem; zusammenhangend.
if PlanarityTest(G’, C') == false then
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Planaritatstest 'bune

Pla

Falls G keinen separierenden Kreis hat, ist G planar.

narity Test(zweifach-zsghd. G = (V/, E), separ. K‘re\isj

Berechne Teilstiicke bzgl. C

foreach Teilstiick P, das kein| Pfad ist do

/ Ubung:
G'=C+P S G’ ist zweifach
C'=C- v+ 7 wie in Lem; zusammenhangend.

if PlanarityTest(G’, C') == false then
| return false

Berechne Storgraphen |
if / bipartit then

e

return true
Ise

return false

Korrektheit? Per Induktion iiber |E| mit Hilfe von Lem,.
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Also konnen wir davon ausgehen, dass G O(n) Kanten hat.

Berechnung der Teilstiicke in O(n) Zeit durch Modifikation
von BFS (Knoten auf C werden nicht exploriert).

Berechnung des Stérgraphen in O(n?) Zeit.
= Jeder Aufruf (ohne Rek.) in O(n?) Zeit.

Beh. Anzahl der Aufrufe (nicht nur der Teilstiicke!) ist < |E].

Beweis folgt auf der nachsten Folie!

= Gesamtlaufzeit O(n?)
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