
1

Algorithmen und Datenstrukturen

Wintersemester 2019/20

5. Vorlesung

Prof. Dr. Alexander Wolff Lehrstuhl für Informatik I

Rekursionsgleichungen
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Lösen von Rekursions(un)gleichungen

T (n) = 2 · T (n/2) + 4n

T (n) ∈ O(n log n)auch ?
Frage: Gilt für (mit T (1) = 0)
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Lösen von Rekursions(un)gleichungen

Behauptung: Es gibt ein c > 0, so dass T (n) ≤ cn log2 n.

T (n) = 2 · T (n/2) + 4n

T (n) ∈ O(n log n)auch ?
Frage: Gilt für (mit T (1) = 0)
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Lösen von Rekursions(un)gleichungen

Behauptung: Es gibt ein c > 0, so dass T (n) ≤ cn log2 n.

Beweis.

T (n) = 2 · T (n/2) + 4n

T (n) ∈ O(n log n)auch ?
Frage: Gilt für (mit T (1) = 0)
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Lösen von Rekursions(un)gleichungen

Behauptung: Es gibt ein c > 0, so dass T (n) ≤ cn log2 n.

Beweis. Durch Induktion über n.

T (n) = 2 · T (n/2) + 4n

T (n) ∈ O(n log n)auch ?
Frage: Gilt für (mit T (1) = 0)
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Lösen von Rekursions(un)gleichungen

Behauptung: Es gibt ein c > 0, so dass T (n) ≤ cn log2 n.

Beweis. Durch Induktion über n.

T (n) = 2 · T (n/2) + 4n

T (n) ∈ O(n log n)auch ?
Frage: Gilt für (mit T (1) = 0)

Ind.-Anfang: T (1) ≤ 0
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Lösen von Rekursions(un)gleichungen

Behauptung: Es gibt ein c > 0, so dass T (n) ≤ cn log2 n.

Beweis. Durch Induktion über n.

T (n) = 2 · T (n/2) + 4n

T (n) ∈ O(n log n)auch ?
Frage: Gilt für (mit T (1) = 0)

Ind.-Anfang: T (1) ≤ 0X



2 - 7

Lösen von Rekursions(un)gleichungen

Behauptung: Es gibt ein c > 0, so dass T (n) ≤ cn log2 n.

Beweis. Durch Induktion über n.
Induktionsannahme: T (k) ≤ ck log2 k gilt für alle k <n.

T (n) = 2 · T (n/2) + 4n

T (n) ∈ O(n log n)auch ?
Frage: Gilt für (mit T (1) = 0)

Ind.-Anfang: T (1) ≤ 0X
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Lösen von Rekursions(un)gleichungen

Behauptung: Es gibt ein c > 0, so dass T (n) ≤ cn log2 n.

Beweis. Durch Induktion über n.
Induktionsannahme: T (k) ≤ ck log2 k gilt für alle k <n.

Wir wissen: T (n) = 2T (n/2) + 4n

T (n) = 2 · T (n/2) + 4n

T (n) ∈ O(n log n)auch ?
Frage: Gilt für (mit T (1) = 0)

Ind.-Anfang: T (1) ≤ 0X
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Lösen von Rekursions(un)gleichungen

Behauptung: Es gibt ein c > 0, so dass T (n) ≤ cn log2 n.

Beweis. Durch Induktion über n.
Induktionsannahme: T (k) ≤ ck log2 k gilt für alle k <n.

Wir wissen: T (n) = 2T (n/2) + 4n

≤

T (n) = 2 · T (n/2) + 4n

T (n) ∈ O(n log n)auch ?
Frage: Gilt für (mit T (1) = 0)

Ind.-Anfang: T (1) ≤ 0X
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Lösen von Rekursions(un)gleichungen

Behauptung: Es gibt ein c > 0, so dass T (n) ≤ cn log2 n.

Beweis. Durch Induktion über n.
Induktionsannahme: T (k) ≤ ck log2 k gilt für alle k <n.

Wir wissen: T (n) = 2T (n/2) + 4n

≤

T (n) = 2 · T (n/2) + 4n

T (n) ∈ O(n log n)auch ?
Frage: Gilt für (mit T (1) = 0)

Ind.-Anfang: T (1) ≤ 0X
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Lösen von Rekursions(un)gleichungen

Behauptung: Es gibt ein c > 0, so dass T (n) ≤ cn log2 n.

Beweis. Durch Induktion über n.
Induktionsannahme: T (k) ≤ ck log2 k gilt für alle k <n.

Wir wissen: T (n) = 2T (n/2) + 4n

2c n
2 log2

n
2 + 4n≤

T (n) = 2 · T (n/2) + 4n

T (n) ∈ O(n log n)auch ?
Frage: Gilt für (mit T (1) = 0)

Ind.-Anfang: T (1) ≤ 0X
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Lösen von Rekursions(un)gleichungen

Behauptung: Es gibt ein c > 0, so dass T (n) ≤ cn log2 n.

Beweis. Durch Induktion über n.
Induktionsannahme: T (k) ≤ ck log2 k gilt für alle k <n.

Wir wissen: T (n) = 2T (n/2) + 4n

2c n
2 log2

n
2 + 4n≤

T (n) = 2 · T (n/2) + 4n

T (n) ∈ O(n log n)auch ?
Frage: Gilt für

(wegen IA)

(mit T (1) = 0)

Ind.-Anfang: T (1) ≤ 0X
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Lösen von Rekursions(un)gleichungen

Behauptung: Es gibt ein c > 0, so dass T (n) ≤ cn log2 n.

Beweis. Durch Induktion über n.
Induktionsannahme: T (k) ≤ ck log2 k gilt für alle k <n.

Wir wissen: T (n) = 2T (n/2) + 4n

2c n
2 log2

n
2 + 4n≤

T (n) = 2 · T (n/2) + 4n

T (n) ∈ O(n log n)auch ?
Frage: Gilt für

(wegen IA)

(mit T (1) = 0)

Ind.-Anfang: T (1) ≤ 0X
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Lösen von Rekursions(un)gleichungen

Behauptung: Es gibt ein c > 0, so dass T (n) ≤ cn log2 n.

Beweis. Durch Induktion über n.
Induktionsannahme: T (k) ≤ ck log2 k gilt für alle k <n.

Wir wissen: T (n) = 2T (n/2) + 4n

2c n
2 log2

n
2 + 4n≤

= cn ·

T (n) = 2 · T (n/2) + 4n

T (n) ∈ O(n log n)auch ?
Frage: Gilt für

(wegen IA)

(mit T (1) = 0)

Ind.-Anfang: T (1) ≤ 0X
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Lösen von Rekursions(un)gleichungen

Behauptung: Es gibt ein c > 0, so dass T (n) ≤ cn log2 n.

Beweis. Durch Induktion über n.
Induktionsannahme: T (k) ≤ ck log2 k gilt für alle k <n.

Wir wissen: T (n) = 2T (n/2) + 4n

2c n
2 log2

n
2 + 4n≤

= cn ·

T (n) = 2 · T (n/2) + 4n

T (n) ∈ O(n log n)auch ?
Frage: Gilt für

(wegen IA)

(mit T (1) = 0)

Ind.-Anfang: T (1) ≤ 0X
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Lösen von Rekursions(un)gleichungen

Behauptung: Es gibt ein c > 0, so dass T (n) ≤ cn log2 n.

Beweis. Durch Induktion über n.
Induktionsannahme: T (k) ≤ ck log2 k gilt für alle k <n.

Wir wissen: T (n) = 2T (n/2) + 4n

2c n
2 log2

n
2 + 4n≤

= cn ·

T (n) = 2 · T (n/2) + 4n

T (n) ∈ O(n log n)auch ?
Frage: Gilt für

(wegen IA)

(mit T (1) = 0)

Ind.-Anfang: T (1) ≤ 0X

(log2 n − log2 2) +
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Lösen von Rekursions(un)gleichungen

Behauptung: Es gibt ein c > 0, so dass T (n) ≤ cn log2 n.

Beweis. Durch Induktion über n.
Induktionsannahme: T (k) ≤ ck log2 k gilt für alle k <n.

Wir wissen: T (n) = 2T (n/2) + 4n

2c n
2 log2

n
2 + 4n≤

= cn ·

T (n) = 2 · T (n/2) + 4n

T (n) ∈ O(n log n)auch ?
Frage: Gilt für

(wegen IA)

(mit T (1) = 0)

Ind.-Anfang: T (1) ≤ 0X

(log2 n − log2 2) + 4n



2 - 18

Lösen von Rekursions(un)gleichungen

Behauptung: Es gibt ein c > 0, so dass T (n) ≤ cn log2 n.

Beweis. Durch Induktion über n.
Induktionsannahme: T (k) ≤ ck log2 k gilt für alle k <n.

Wir wissen: T (n) = 2T (n/2) + 4n

2c n
2 log2

n
2 + 4n≤

= cn ·
= cn log2 n − cn + 4n

T (n) = 2 · T (n/2) + 4n

T (n) ∈ O(n log n)auch ?
Frage: Gilt für

(wegen IA)

(mit T (1) = 0)

Ind.-Anfang: T (1) ≤ 0X

(log2 n − log2 2) + 4n
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Lösen von Rekursions(un)gleichungen

Behauptung: Es gibt ein c > 0, so dass T (n) ≤ cn log2 n.

Beweis. Durch Induktion über n.
Induktionsannahme: T (k) ≤ ck log2 k gilt für alle k <n.

Wir wissen: T (n) = 2T (n/2) + 4n

2c n
2 log2

n
2 + 4n≤

= cn ·
= cn log2 n − cn + 4n

T (n) = 2 · T (n/2) + 4n

T (n) ∈ O(n log n)auch ?
Frage: Gilt für

= cn log2 n + (4− c)n

(wegen IA)

(mit T (1) = 0)

Ind.-Anfang: T (1) ≤ 0X

(log2 n − log2 2) + 4n
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Lösen von Rekursions(un)gleichungen

Behauptung: Es gibt ein c > 0, so dass T (n) ≤ cn log2 n.

Beweis. Durch Induktion über n.
Induktionsannahme: T (k) ≤ ck log2 k gilt für alle k <n.

Wir wissen: T (n) = 2T (n/2) + 4n

2c n
2 log2

n
2 + 4n≤

= cn ·
= cn log2 n − cn + 4n

T (n) = 2 · T (n/2) + 4n

T (n) ∈ O(n log n)auch ?
Frage: Gilt für

= cn log2 n + (4− c)n

(wegen IA)

≤ cn log2 n

(mit T (1) = 0)

Ind.-Anfang: T (1) ≤ 0X

(log2 n − log2 2) + 4n
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Lösen von Rekursions(un)gleichungen

Behauptung: Es gibt ein c > 0, so dass T (n) ≤ cn log2 n.

Beweis. Durch Induktion über n.
Induktionsannahme: T (k) ≤ ck log2 k gilt für alle k <n.

Wir wissen: T (n) = 2T (n/2) + 4n

2c n
2 log2

n
2 + 4n≤

= cn ·
= cn log2 n − cn + 4n

T (n) = 2 · T (n/2) + 4n

T (n) ∈ O(n log n)auch ?
Frage: Gilt für

= cn log2 n + (4− c)n

(wegen IA)

≤ cn log2 n falls c ≥ 4.

(mit T (1) = 0)

Ind.-Anfang: T (1) ≤ 0X

(log2 n − log2 2) + 4n
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Lösen von Rekursions(un)gleichungen

Behauptung: Es gibt ein c > 0, so dass T (n) ≤ cn log2 n.

Beweis. Durch Induktion über n.
Induktionsannahme: T (k) ≤ ck log2 k gilt für alle k <n.

Wir wissen: T (n) = 2T (n/2) + 4n

2c n
2 log2

n
2 + 4n≤

= cn ·
= cn log2 n − cn + 4n

T (n) = 2 · T (n/2) + 4n

T (n) ∈ O(n log n)auch ?
Frage: Gilt für

= cn log2 n + (4− c)n

(wegen IA)

≤ cn log2 n falls c ≥ 4.

⇒ Behauptung wahr (es gibt ein c > 0...)

(mit T (1) = 0)

Ind.-Anfang: T (1) ≤ 0X

(log2 n − log2 2) + 4n
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Lösen von Rekursions(un)gleichungen

Behauptung: Es gibt ein c > 0, so dass T (n) ≤ cn log2 n.

Beweis. Durch Induktion über n.
Induktionsannahme: T (k) ≤ ck log2 k gilt für alle k <n.

Wir wissen: T (n) = 2T (n/2) + 4n

2c n
2 log2

n
2 + 4n≤

= cn ·
= cn log2 n − cn + 4n

T (n) = 2 · T (n/2) + 4n

T (n) ∈ O(n log n)auch ?
Frage: Gilt für

= cn log2 n + (4− c)n

(wegen IA)

≤ cn log2 n falls c ≥ 4.

⇒ Behauptung wahr (es gibt ein c > 0...) ⇒T (n) ∈ O(n log n)!

(mit T (1) = 0)

Ind.-Anfang: T (1) ≤ 0X

(log2 n − log2 2) + 4n
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Lösen von Rekursions(un)gleichungen

Behauptung: Es gibt ein c > 0, so dass T (n) ≤ cn log2 n.

Beweis. Durch Induktion über n.
Induktionsannahme: T (k) ≤ ck log2 k gilt für alle k <n.

Wir wissen: T (n) = 2T (n/2) + 4n

2c n
2 log2

n
2 + 4n≤

= cn ·
= cn log2 n − cn + 4n

T (n) = 2 · T (n/2) + 4n

T (n) ∈ O(n log n)auch ?
Frage: Gilt für

= cn log2 n + (4− c)n

(wegen IA)

≤ cn log2 n falls c ≥ 4.

⇒ Behauptung wahr (es gibt ein c > 0...) ⇒T (n) ∈ O(n log n)!

(mit T (1) = 0)

Ind.-Anfang: T (1) ≤ 0X

(log2 n − log2 2) + 4n

Streng genommen haben wir die Behauptung nur für n = Zweierpotenz bewiesen. Auf der nächsten Folie sind wir genauer.
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Lösen von Rekursions(un)gleichungen

Behauptung: Es gibt ein c > 0, so dass T (n) ≤ cn log2 n.

Beweis. Durch Induktion über n.
Induktionsannahme: T (k) ≤ ck log2 k gilt für alle k <n.

Wir wissen: T (n) = 2T (n/2) + 4n

2c n
2 log2

n
2 + 4n≤

= cn ·
= cn log2 n − cn + 4n

T (n) = 2 · T (n/2) + 4n

T (n) ∈ O(n log n)auch ?
Frage: Gilt für

= cn log2 n + (4− c)n

(wegen IA)

≤ cn log2 n falls c ≥ 4.

⇒ Behauptung wahr (es gibt ein c > 0...) ⇒T (n) ∈ O(n log n)!

Substitutionsmethode:

(mit T (1) = 0)

Ind.-Anfang: T (1) ≤ 0X

(log2 n − log2 2) + 4n

Streng genommen haben wir die Behauptung nur für n = Zweierpotenz bewiesen. Auf der nächsten Folie sind wir genauer.
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Lösen von Rekursions(un)gleichungen

Behauptung: Es gibt ein c > 0, so dass T (n) ≤ cn log2 n.

Beweis. Durch Induktion über n.
Induktionsannahme: T (k) ≤ ck log2 k gilt für alle k <n.

Wir wissen: T (n) = 2T (n/2) + 4n

2c n
2 log2

n
2 + 4n≤

= cn ·
= cn log2 n − cn + 4n

T (n) = 2 · T (n/2) + 4n

T (n) ∈ O(n log n)auch ?
Frage: Gilt für

= cn log2 n + (4− c)n

(wegen IA)

≤ cn log2 n falls c ≥ 4.

⇒ Behauptung wahr (es gibt ein c > 0...) ⇒T (n) ∈ O(n log n)!

Substitutionsmethode:

1. Lösung von
Rekursion raten

(mit T (1) = 0)

Ind.-Anfang: T (1) ≤ 0X

(log2 n − log2 2) + 4n

Streng genommen haben wir die Behauptung nur für n = Zweierpotenz bewiesen. Auf der nächsten Folie sind wir genauer.
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Lösen von Rekursions(un)gleichungen

Behauptung: Es gibt ein c > 0, so dass T (n) ≤ cn log2 n.

Beweis. Durch Induktion über n.
Induktionsannahme: T (k) ≤ ck log2 k gilt für alle k <n.

Wir wissen: T (n) = 2T (n/2) + 4n

2c n
2 log2

n
2 + 4n≤

= cn ·
= cn log2 n − cn + 4n

T (n) = 2 · T (n/2) + 4n

T (n) ∈ O(n log n)auch ?
Frage: Gilt für

= cn log2 n + (4− c)n

(wegen IA)

≤ cn log2 n falls c ≥ 4.

⇒ Behauptung wahr (es gibt ein c > 0...) ⇒T (n) ∈ O(n log n)!

Substitutionsmethode:

1. Lösung von
Rekursion raten

2. Mit Induktion
beweisen

(mit T (1) = 0)

Ind.-Anfang: T (1) ≤ 0X

(log2 n − log2 2) + 4n

Streng genommen haben wir die Behauptung nur für n = Zweierpotenz bewiesen. Auf der nächsten Folie sind wir genauer.
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I) Substitutionsmethode

Noch’n Beispiel: T (n) = T (bn/2c) + T (dn/2e) + 1

(mit T (1) = 0)
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I) Substitutionsmethode

Noch’n Beispiel: T (n) = T (bn/2c) + T (dn/2e) + 1

Behauptung: T (n) ∈ O(n) (mit T (1) = 0)
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I) Substitutionsmethode

Noch’n Beispiel: T (n) = T (bn/2c) + T (dn/2e) + 1

Behauptung: T (n) ∈ O(n)

Also zeigen wir:

(mit T (1) = 0)
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I) Substitutionsmethode

Noch’n Beispiel: T (n) = T (bn/2c) + T (dn/2e) + 1

Behauptung: T (n) ∈ O(n)

Also zeigen wir: T (n) ≤ cn für eine Konstante c > 0.

(mit T (1) = 0)
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I) Substitutionsmethode

Noch’n Beispiel: T (n) = T (bn/2c) + T (dn/2e) + 1

Behauptung: T (n) ∈ O(n)

Also zeigen wir: T (n) ≤ cn für eine Konstante c > 0.

Beweis.

(mit T (1) = 0)
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I) Substitutionsmethode

Noch’n Beispiel: T (n) = T (bn/2c) + T (dn/2e) + 1

Behauptung: T (n) ∈ O(n)

Also zeigen wir: T (n) ≤ cn für eine Konstante c > 0.

Beweis. Induktion über n.

(mit T (1) = 0)
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I) Substitutionsmethode

Noch’n Beispiel: T (n) = T (bn/2c) + T (dn/2e) + 1

Behauptung: T (n) ∈ O(n)

Also zeigen wir: T (n) ≤ cn für eine Konstante c > 0.

Beweis.

IA:

Induktion über n.

(mit T (1) = 0)
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I) Substitutionsmethode

Noch’n Beispiel: T (n) = T (bn/2c) + T (dn/2e) + 1

Behauptung: T (n) ∈ O(n)

Also zeigen wir: T (n) ≤ cn für eine Konstante c > 0.

Beweis.

IA:

Induktion über n.

T (k) ≤ ck für alle k < n.

(mit T (1) = 0)
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I) Substitutionsmethode

Noch’n Beispiel: T (n) = T (bn/2c) + T (dn/2e) + 1

Behauptung: T (n) ∈ O(n)

Also zeigen wir: T (n) ≤ cn für eine Konstante c > 0.

Beweis.

IA:

Induktion über n.

T (k) ≤ ck für alle k < n.

Wissen:

(mit T (1) = 0)
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I) Substitutionsmethode

Noch’n Beispiel: T (n) = T (bn/2c) + T (dn/2e) + 1

Behauptung: T (n) ∈ O(n)

Also zeigen wir: T (n) ≤ cn für eine Konstante c > 0.

Beweis.

IA:

Induktion über n.

T (k) ≤ ck für alle k < n.

Wissen: T (n) = T (bn/2c) + T (dn/2e) + 1

(mit T (1) = 0)
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I) Substitutionsmethode

Noch’n Beispiel: T (n) = T (bn/2c) + T (dn/2e) + 1

Behauptung: T (n) ∈ O(n)

Also zeigen wir: T (n) ≤ cn für eine Konstante c > 0.

Beweis.

IA:

Induktion über n.

T (k) ≤ ck für alle k < n.

Wissen: T (n) = T (bn/2c) + T (dn/2e) + 1

≤ c · bn/2c+ c · dn/2e+ 1

(mit T (1) = 0)
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I) Substitutionsmethode

Noch’n Beispiel: T (n) = T (bn/2c) + T (dn/2e) + 1

Behauptung: T (n) ∈ O(n)

Also zeigen wir: T (n) ≤ cn für eine Konstante c > 0.

Beweis.

IA:

Induktion über n.

T (k) ≤ ck für alle k < n.

Wissen: T (n) = T (bn/2c) + T (dn/2e) + 1

≤ c · bn/2c+ c · dn/2e+ 1 wg. IA

(mit T (1) = 0)
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I) Substitutionsmethode

Noch’n Beispiel: T (n) = T (bn/2c) + T (dn/2e) + 1

Behauptung: T (n) ∈ O(n)

Also zeigen wir: T (n) ≤ cn für eine Konstante c > 0.

Beweis.

IA:

Induktion über n.

T (k) ≤ ck für alle k < n.

Wissen: T (n) = T (bn/2c) + T (dn/2e) + 1

≤ c · bn/2c+ c · dn/2e+ 1

≤ c ·
(
bn/2c+ dn/2e

)
+ 1

wg. IA

(mit T (1) = 0)
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I) Substitutionsmethode

Noch’n Beispiel: T (n) = T (bn/2c) + T (dn/2e) + 1

Behauptung: T (n) ∈ O(n)

Also zeigen wir: T (n) ≤ cn für eine Konstante c > 0.

Beweis.

IA:

Induktion über n.

T (k) ≤ ck für alle k < n.

Wissen: T (n) = T (bn/2c) + T (dn/2e) + 1

≤ c · bn/2c+ c · dn/2e+ 1

≤ c ·
(
bn/2c+ dn/2e

)
+ 1

≤ c · n + 1

wg. IA

(mit T (1) = 0)
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I) Substitutionsmethode

Noch’n Beispiel: T (n) = T (bn/2c) + T (dn/2e) + 1

Behauptung: T (n) ∈ O(n)

Also zeigen wir: T (n) ≤ cn für eine Konstante c > 0.

Beweis.

IA:

Induktion über n.

T (k) ≤ ck für alle k < n.

Wissen: T (n) = T (bn/2c) + T (dn/2e) + 1

≤ c · bn/2c+ c · dn/2e+ 1

≤ c ·
(
bn/2c+ dn/2e

)
+ 1

≤ c · n + 1

wg. IA

(mit T (1) = 0)
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I) Substitutionsmethode

Noch’n Beispiel: T (n) = T (bn/2c) + T (dn/2e) + 1

Behauptung: T (n) ∈ O(n)

Also zeigen wir: T (n) ≤ cn für eine Konstante c > 0.

Beweis.

IA:

Induktion über n.

T (k) ≤ ck für alle k < n.

Wissen: T (n) = T (bn/2c) + T (dn/2e) + 1

≤ c · bn/2c+ c · dn/2e+ 1

≤ c ·
(
bn/2c+ dn/2e

)
+ 1

≤ c · n + 1

wg. IA

(mit T (1) = 0)



4 - 1

Noch’n Versuch

Noch’n Beispiel: T (n) = T (bn/2c) + T (dn/2e) + 1

Behauptung: T (n) ∈ O(n)

Also zeigen wir: T (n) ≤ cn + 1 für eine Konstante c > 0.

(mit T (1) = 0)



4 - 2

Noch’n Versuch

Noch’n Beispiel: T (n) = T (bn/2c) + T (dn/2e) + 1

Behauptung: T (n) ∈ O(n)

Also zeigen wir: T (n) ≤ cn + 1 für eine Konstante c > 0.

Beweis.

(mit T (1) = 0)



4 - 3

Noch’n Versuch

Noch’n Beispiel: T (n) = T (bn/2c) + T (dn/2e) + 1

Behauptung: T (n) ∈ O(n)

Also zeigen wir: T (n) ≤ cn + 1 für eine Konstante c > 0.

Beweis. Induktion über n.

(mit T (1) = 0)



4 - 4

Noch’n Versuch

Noch’n Beispiel: T (n) = T (bn/2c) + T (dn/2e) + 1

Behauptung: T (n) ∈ O(n)

Also zeigen wir: T (n) ≤ cn + 1 für eine Konstante c > 0.

Beweis.

IA:

Induktion über n.

(mit T (1) = 0)



4 - 5

Noch’n Versuch

Noch’n Beispiel: T (n) = T (bn/2c) + T (dn/2e) + 1

Behauptung: T (n) ∈ O(n)

Also zeigen wir: T (n) ≤ cn + 1 für eine Konstante c > 0.

Beweis.

IA:

Induktion über n.

T (k) ≤ ck + 1 für alle k < n.

(mit T (1) = 0)



4 - 6

Noch’n Versuch

Noch’n Beispiel: T (n) = T (bn/2c) + T (dn/2e) + 1

Behauptung: T (n) ∈ O(n)

Also zeigen wir: T (n) ≤ cn + 1 für eine Konstante c > 0.

Beweis.

IA:

Induktion über n.

T (k) ≤ ck + 1 für alle k < n.

Wissen:

(mit T (1) = 0)



4 - 7

Noch’n Versuch

Noch’n Beispiel: T (n) = T (bn/2c) + T (dn/2e) + 1

Behauptung: T (n) ∈ O(n)

Also zeigen wir: T (n) ≤ cn + 1 für eine Konstante c > 0.

Beweis.

IA:

Induktion über n.

T (k) ≤ ck + 1 für alle k < n.

Wissen: T (n) = T (bn/2c) + T (dn/2e) + 1

(mit T (1) = 0)



4 - 8

Noch’n Versuch

Noch’n Beispiel: T (n) = T (bn/2c) + T (dn/2e) + 1

Behauptung: T (n) ∈ O(n)

Also zeigen wir: T (n) ≤ cn + 1 für eine Konstante c > 0.

Beweis.

IA:

Induktion über n.

T (k) ≤ ck + 1 für alle k < n.

Wissen: T (n) = T (bn/2c) + T (dn/2e) + 1

≤ (c · bn/2c+ 1) + (c · dn/2e+ 1) + 1

(mit T (1) = 0)



4 - 9

Noch’n Versuch

Noch’n Beispiel: T (n) = T (bn/2c) + T (dn/2e) + 1

Behauptung: T (n) ∈ O(n)

Also zeigen wir: T (n) ≤ cn + 1 für eine Konstante c > 0.

Beweis.

IA:

Induktion über n.

T (k) ≤ ck + 1 für alle k < n.

Wissen: T (n) = T (bn/2c) + T (dn/2e) + 1

≤ (c · bn/2c+ 1) + (c · dn/2e+ 1) + 1

≤ c · n + 3

(mit T (1) = 0)



4 - 10

Noch’n Versuch

Noch’n Beispiel: T (n) = T (bn/2c) + T (dn/2e) + 1

Behauptung: T (n) ∈ O(n)

Also zeigen wir: T (n) ≤ cn + 1 für eine Konstante c > 0.

Beweis.

IA:

Induktion über n.

T (k) ≤ ck + 1 für alle k < n.

Wissen: T (n) = T (bn/2c) + T (dn/2e) + 1

≤ (c · bn/2c+ 1) + (c · dn/2e+ 1) + 1

≤ c · n + 3

(mit T (1) = 0)



4 - 11

Noch’n Versuch

Noch’n Beispiel: T (n) = T (bn/2c) + T (dn/2e) + 1

Behauptung: T (n) ∈ O(n)

Also zeigen wir: T (n) ≤ cn + 1 für eine Konstante c > 0.

Beweis.

IA:

Induktion über n.

T (k) ≤ ck + 1 für alle k < n.

Wissen: T (n) = T (bn/2c) + T (dn/2e) + 1

≤ (c · bn/2c+ 1) + (c · dn/2e+ 1) + 1

≤ c · n + 3

(mit T (1) = 0)



5 - 1

Nicht verzagen!

Selbes Beispiel: T (n) = T (bn/2c) + T (dn/2e) + 1

Behauptung: T (n) ∈ O(n)

Nun probieren wir:

(mit T (1) = 0)



5 - 2

Nicht verzagen!

Selbes Beispiel: T (n) = T (bn/2c) + T (dn/2e) + 1

Behauptung: T (n) ∈ O(n)

Nun probieren wir: T (n) ≤ cn − d für Konstanten c , d > 0.

(mit T (1) = 0)



5 - 3

Nicht verzagen!

Selbes Beispiel: T (n) = T (bn/2c) + T (dn/2e) + 1

Behauptung: T (n) ∈ O(n)

Nun probieren wir:

D.h. wir machen unsere Aussage schärfer!!

T (n) ≤ cn − d für Konstanten c , d > 0.

(mit T (1) = 0)



5 - 4

Nicht verzagen!

Selbes Beispiel: T (n) = T (bn/2c) + T (dn/2e) + 1

Behauptung: T (n) ∈ O(n)

Nun probieren wir:

Beweis. Induktion über n.

D.h. wir machen unsere Aussage schärfer!!

T (n) ≤ cn − d für Konstanten c , d > 0.

(mit T (1) = 0)



5 - 5

Nicht verzagen!

Selbes Beispiel: T (n) = T (bn/2c) + T (dn/2e) + 1

Behauptung: T (n) ∈ O(n)

Nun probieren wir:

Beweis. Induktion über n.

D.h. wir machen unsere Aussage schärfer!!

T (n) ≤ cn − d für Konstanten c , d > 0.

IA: T (k) ≤ ck − d für alle k < n.

(mit T (1) = 0)



5 - 6

Nicht verzagen!

Selbes Beispiel: T (n) = T (bn/2c) + T (dn/2e) + 1

Behauptung: T (n) ∈ O(n)

Nun probieren wir:

Beweis. Induktion über n.

Wissen: T (n) = T (bn/2c) + T (dn/2e) + 1

D.h. wir machen unsere Aussage schärfer!!

T (n) ≤ cn − d für Konstanten c , d > 0.

IA: T (k) ≤ ck − d für alle k < n.

(mit T (1) = 0)



5 - 7

Nicht verzagen!

Selbes Beispiel: T (n) = T (bn/2c) + T (dn/2e) + 1

Behauptung: T (n) ∈ O(n)

Nun probieren wir:

Beweis. Induktion über n.

Wissen: T (n) = T (bn/2c) + T (dn/2e) + 1

≤ (cbn/2c − d) + (cdn/2e − d) + 1

D.h. wir machen unsere Aussage schärfer!!

T (n) ≤ cn − d für Konstanten c , d > 0.

IA: T (k) ≤ ck − d für alle k < n.

(mit T (1) = 0)



5 - 8

Nicht verzagen!

Selbes Beispiel: T (n) = T (bn/2c) + T (dn/2e) + 1

Behauptung: T (n) ∈ O(n)

Nun probieren wir:

Beweis. Induktion über n.

Wissen: T (n) = T (bn/2c) + T (dn/2e) + 1

≤ (cbn/2c − d) + (cdn/2e − d) + 1

≤ c ·
(
bn/2c+ dn/2e

)
− d − d + 1

D.h. wir machen unsere Aussage schärfer!!

T (n) ≤ cn − d für Konstanten c , d > 0.

IA: T (k) ≤ ck − d für alle k < n.

(mit T (1) = 0)



5 - 9

Nicht verzagen!

Selbes Beispiel: T (n) = T (bn/2c) + T (dn/2e) + 1

Behauptung: T (n) ∈ O(n)

Nun probieren wir:

Beweis. Induktion über n.

Wissen: T (n) = T (bn/2c) + T (dn/2e) + 1

≤ (cbn/2c − d) + (cdn/2e − d) + 1

≤ c ·
(
bn/2c+ dn/2e

)
− d − d + 1

D.h. wir machen unsere Aussage schärfer!!

T (n) ≤ cn − d für Konstanten c , d > 0.

IA: T (k) ≤ ck − d für alle k < n.

≤ cn − d + (1− d)

(mit T (1) = 0)



5 - 10

Nicht verzagen!

Selbes Beispiel: T (n) = T (bn/2c) + T (dn/2e) + 1

Behauptung: T (n) ∈ O(n)

Nun probieren wir:

Beweis. Induktion über n.

Wissen: T (n) = T (bn/2c) + T (dn/2e) + 1

≤ (cbn/2c − d) + (cdn/2e − d) + 1

≤ c ·
(
bn/2c+ dn/2e

)
− d − d + 1

D.h. wir machen unsere Aussage schärfer!!

T (n) ≤ cn − d für Konstanten c , d > 0.

IA: T (k) ≤ ck − d für alle k < n.

≤ cn − d + (1− d)
≤ cn − d

(mit T (1) = 0)



5 - 11

Nicht verzagen!

Selbes Beispiel: T (n) = T (bn/2c) + T (dn/2e) + 1

Behauptung: T (n) ∈ O(n)

Nun probieren wir:

Beweis. Induktion über n.

Wissen: T (n) = T (bn/2c) + T (dn/2e) + 1

≤ (cbn/2c − d) + (cdn/2e − d) + 1

≤ c ·
(
bn/2c+ dn/2e

)
− d − d + 1

D.h. wir machen unsere Aussage schärfer!!

T (n) ≤ cn − d für Konstanten c , d > 0.

IA: T (k) ≤ ck − d für alle k < n.

≤ cn − d + (1− d)
≤ cn − d falls d ≥ 1.

(mit T (1) = 0)



5 - 12

Nicht verzagen!

Selbes Beispiel: T (n) = T (bn/2c) + T (dn/2e) + 1

Behauptung: T (n) ∈ O(n)

Nun probieren wir:

Beweis. Induktion über n.

Wissen: T (n) = T (bn/2c) + T (dn/2e) + 1

≤ (cbn/2c − d) + (cdn/2e − d) + 1

≤ c ·
(
bn/2c+ dn/2e

)
− d − d + 1

D.h. wir machen unsere Aussage schärfer!!

T (n) ≤ cn − d für Konstanten c , d > 0.

IA: T (k) ≤ ck − d für alle k < n.

≤ cn − d + (1− d)
≤ cn − d falls d ≥ 1.X

(mit T (1) = 0)



5 - 13

Nicht verzagen!

Selbes Beispiel: T (n) = T (bn/2c) + T (dn/2e) + 1

Behauptung: T (n) ∈ O(n)

Nun probieren wir:

Beweis. Induktion über n.

Wissen: T (n) = T (bn/2c) + T (dn/2e) + 1

≤ (cbn/2c − d) + (cdn/2e − d) + 1

≤ c ·
(
bn/2c+ dn/2e

)
− d − d + 1

D.h. wir machen unsere Aussage schärfer!!

T (n) ≤ cn − d für Konstanten c , d > 0.

IA: T (k) ≤ ck − d für alle k < n.

≤ cn − d + (1− d)
≤ cn − d falls d ≥ 1.X

X

(mit T (1) = 0)



5 - 14

Nicht verzagen!

Selbes Beispiel: T (n) = T (bn/2c) + T (dn/2e) + 1

Behauptung: T (n) ∈ O(n)

Nun probieren wir:

Beweis. Induktion über n.

Wissen: T (n) = T (bn/2c) + T (dn/2e) + 1

≤ (cbn/2c − d) + (cdn/2e − d) + 1

≤ c ·
(
bn/2c+ dn/2e

)
− d − d + 1

D.h. wir machen unsere Aussage schärfer!!

T (n) ≤ cn − d für Konstanten c , d > 0.

IA: T (k) ≤ ck − d für alle k < n.

≤ cn − d + (1− d)
≤ cn − d falls d ≥ 1.X

X
X (mit T (1) = 0)



6 - 1

II) Rekursionsbaummethode

Beispiel: T (n) = 3T (n/4) + n2 (mit T (1) = 1)



6 - 2

II) Rekursionsbaummethode

Beispiel: T (n) = 3T (n/4) + n2

T (n)

(mit T (1) = 1)



6 - 3

II) Rekursionsbaummethode

Beispiel: T (n) = 3T (n/4) + n2

T (n)

(mit T (1) = 1)



6 - 4

II) Rekursionsbaummethode

Beispiel: T (n) = 3T (n/4) + n2

T (n)

(mit T (1) = 1)



6 - 5

II) Rekursionsbaummethode

Beispiel: T (n) = 3T (n/4) + n2

T (n) n2

(mit T (1) = 1)



6 - 6

II) Rekursionsbaummethode

Beispiel: T (n) = 3T (n/4) + n2

T (n) n2

(mit T (1) = 1)



6 - 7

II) Rekursionsbaummethode

Beispiel: T (n) = 3T (n/4) + n2

T (n)

T
(

n
4

)
T
(

n
4

)
T
(

n
4

)
n2

(mit T (1) = 1)
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II) Rekursionsbaummethode

Beispiel: T (n) = 3T (n/4) + n2

T (n)

T
(

n
4

)
T
(

n
4

)
T
(

n
4

)
n2

n2

(mit T (1) = 1)
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II) Rekursionsbaummethode

Beispiel: T (n) = 3T (n/4) + n2

T (n)

T
(

n
4

)
T
(

n
4

)
T
(

n
4

)
n2

(∗)

(∗)

n2

(mit T (1) = 1)
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II) Rekursionsbaummethode

Beispiel: T (n) = 3T (n/4) + n2

T (n)

T
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n
4

)
T
(

n
4

)
T
(

n
4

)
n2
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n
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n2

(mit T (1) = 1)
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II) Rekursionsbaummethode

Beispiel: T (n) = 3T (n/4) + n2

T (n)

T
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(mit T (1) = 1)
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II) Rekursionsbaummethode

Beispiel: T (n) = 3T (n/4) + n2

T (n)

T
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(∗)

(mit T (1) = 1)
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II) Rekursionsbaummethode

Beispiel: T (n) = 3T (n/4) + n2

T (n)
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(mit T (1) = 1)
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II) Rekursionsbaummethode

Beispiel: T (n) = 3T (n/4) + n2

T (n)

T
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(mit T (1) = 1)
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II) Rekursionsbaummethode

Beispiel: T (n) = 3T (n/4) + n2

T (n)
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II) Rekursionsbaummethode

Beispiel: T (n) = 3T (n/4) + n2

T (n)
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II) Rekursionsbaummethode

Beispiel: T (n) = 3T (n/4) + n2

T (n)
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II) Rekursionsbaummethode

Beispiel: T (n) = 3T (n/4) + n2

T (n)
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II) Rekursionsbaummethode

Beispiel: T (n) = 3T (n/4) + n2

T (n)
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II) Rekursionsbaummethode

Beispiel: T (n) = 3T (n/4) + n2

T (n)
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II) Rekursionsbaummethode

Beispiel: T (n) = 3T (n/4) + n2

T (n)
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II) Rekursionsbaummethode
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Berechnen Sie mit der
Rekursionsbaummethode
T (n) = 2T (n/2) + n log2 n,
wobei T (1) = 0.
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Die Methode kann man nur anwenden bei Rekursionen der Art

T (n) = aT (n/b) + f (n)
wobei a ≥ 1, b > 1 Konst. und f : N→ R asymptotisch positiv...

...und auch da nicht in allen Fällen!

Achtung!
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Θ(f ) falls f ∈ Ω (n(logb a)+ε) für ein ε > 0
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Definition: Die Regularitätsbedingung ist erfüllt, falls

af (n/b) ≤ cf (n)

für ein c < 1 und für alle großen n.
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und die Regularitätsbedingung gilt.

⇒ a = 3 (≥ 1), b = 4 (> 1) und f : n 7→ n2.

⇒ f ∈ ?(n(log4 3)±ε)
Ω +

T (n) = aT (n/b) + f (n)



10 - 8

III) Meistermethode

Beispiel: T (n) = 3T (n/4) + n2

T ∈


Θ(nlogb a) falls f ∈ O(n(logb a)−ε) für ein ε > 0.

Θ(nlogb a log n) falls f ∈ Θ(nlogb a).

Θ(f ) falls f ∈ Ω (n(logb a)+ε) für ein ε > 0
und die Regularitätsbedingung gilt.
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3f (n/4) = 3
16 n2 ≤ c · f (n) = cn2

Unser c muss echt < 1 sein!Wichtig:

, z.B. für c = 3
16 .

, z.B. für ε = 1, da log4 3 < 1.
Ω +

T (n) = aT (n/b) + f (n)

Gilt af (n/b) ≤ cf (n)
für ein c < 1 und für alle großen n?



10 - 15

III) Meistermethode

Beispiel: T (n) = 3T (n/4) + n2

T ∈


Θ(nlogb a) falls f ∈ O(n(logb a)−ε) für ein ε > 0.

Θ(nlogb a log n) falls f ∈ Θ(nlogb a).

Θ(f ) falls f ∈ Ω (n(logb a)+ε) für ein ε > 0
und die Regularitätsbedingung gilt.
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Etwas umständlich, funktioniert aber immer!



11 - 6
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Übersicht

• Substitutionsmethode

Für
”
Genies“: Lösung raten, dann per Induktion beweisen!

• Rekursionsbaummethode

Viele verstehen die Bedeutung von ε in den
Bedingungen der Fälle 1 & 3 nicht richtig!

• Meistermethode

Funktioniert nur bei Rekursionsgleichungen der Art
T (n) = aT (n/b) + f (n) (und auch da nicht immer).
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langsamer als nε ,
für jedes ε > 0.

PS: Wie könnte man
das beweisen?



11 - 16
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Also können wir die
Meistermethode hier
nicht verwenden!
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