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Kurzestester Weg zum Verstandnis

1. Modellierung Unsicherheit

e Szenarien

2. QualitatsmaB eines Weges
e absolut robust und robust deviation shortest path

3. Komplexitat und Losungen
e layered Graphen und allgemeine Graphen

e feste und nicht feste Anzahl an Szenarien
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Modellierung Unsicherheit: |dee

—> Modellierung als Szenarios
e ein Szenario stellt eine mogliche Situation dar

e jedes Szenario tritt mit einer positiven

Wahrscheinlichkeit auf
(wir miissen diese aber nicht kennen)
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Sei G = (V/, E) ein ungerichteter Graph.

Definition (Szenario)

Ein Szenario fir G ist eine Funktion r : E — Ny, die
jeder Kante des Graphen ein nichtnegatives Gewicht

zuordnet
Wir schreiben auch ¢ fiir r(e), Ve € E

Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph, dann ist G unter Szenario r der
ungerichtete, gewichtete Graph G mit Gewichtsfunktion r

Definition (Unsicherheitsmenge)

Die Unsicherheitsmenge einer Kante e € E unter S
(Menge an Szenarien) bezeichnen wir mit U,

wobei U, := {r(e) | r € S}
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Minimiere den
maximalsten Fall?
o
|
“.

Wahle die Losungen, die
Im schlimmsten Fall,
bestmoglich sind?
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Sei S eine Menge an Szenarien,
G = (V, E) ein ungerichteter Graph mit s,t € V

Absolute Robust Shortest Path Robust Deviation Shortest Path

(ARSP) (RDSP)

e wihle s-t Pfad mit besten e wahle s-t Pfad mit kleinster
Wost-Case Kosten uber alle Worst-Case Kostenabweichung
Szenarien von minimalen Kosten, ilber

alle Szenarien

Beobachtung. Fiir ARSP/RDSP muss nicht Wahrscheinlichkeitsverteilung
der Szenarien betrachtet werden
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Robuster kiirzester Weg: Definition

subject to o
J 1 f i =s
ZXU_ZXM: —1 if i =t
Jev keV 0 otherwise

xijj €40,1} V{i,j} € E

(1)

(2)

Absolute Robust Shortest Path Robust Deviation Shortest Path

(ARSP) (RDSP)
Ges. z4 = Ges. zgp =
min, Max,cs {Z(i’j)eA CIZ-X,'J'} min, Max,cs {Z(i’j)eA CiiXij — zr}
subject to (1) and (2) subject to (1) and (2)
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Szenario sy:

ARSP von G unter S7

Erin.: (minimaler Worst-Case Pfad)
Ges. ZA = minX maxres {Z(I,J)EA CIZXU}

ZpA = 21
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Erin.: (minimale Worst-Case Abweichung)
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Welchen kiirzesten Weg nehme ich?

Ich m6chte gerne moglichst ziigig in dem
Urlaub fahren.
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ARSP und RDSP fiir Graphen mit mehr als einem Szenario?

Problem
e Dijkstra liefert kiirzesten Pfad,
keine Aussage liber Worst-Case
Laufzeit jedes Pfades

e Greedy Ansatz funktioniert nicht

e naiver Brute-Force Algorithmus
nicht in polynomialzeit berechenbar
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Losung trivial, es gibt nur einen Weg
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Satz. ARSP/RDSP sind fiir zwei Szenarien und layered
Graphen mit Breite 2 NP-hart

Folgerung. ARSP /RDSP sind fiir Graphen mit zwei Szenarien
NP-hart

Folgerung.Sei k > 2 fest

ARSP /RDSP sind fiir Graphen mit k Szenarien
NP-hart
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NP-harte von ARSP

Satz. ARSP ist fiir zwei Szenarien und layered Graphen mit
Breite 2 NP-hart

ARSPZ = {(G = (V,E),S = {s1, %}, k)|
G ist ungerichteter Graph A S Menge an 2 Szenarien fiir G A
G besitzt einen Pfad mit Worst-Case Laufzeit iiber S mit Lange < k}

Bemerkung.

Das Losen des Optimierungsproblems ARSP fiir 2 Szenarien lasst sich
effizient mit Hilfe von binarer Suche auf das Losen des
Entscheidungsproblems ARSPZ zuriickfiihren.
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NP-harte von ARSP

Satz. ARSP ist fiir zwei Szenarien und layered Graphen mit
Breite 2 NP-hart

Beweis. Idee: polynomialzeit Reduktion SPART < ARSP2
von 2PART auf ARSP2 - g

ARSPZ = {(G = (V,E),S = {s1, %}, k)|
G ist ungerichteter Graph A S Menge an 2 Szenarien fiir G A
G besitzt einen Pfad mit Worst-Case Laufzeit iiber S mit Lange < k}

2PART ={ (a1, ..., am)]
ai, ..., am, m e N A 3/’ C {1, m} mit Ziel’ aj = Zj%l’ aj}

Gesucht: totale, in polynomialzeit berechenbare Funktion f: N — N,
sodass gilt

Vx € N(x € 2PART < f(x) € ARSP%)




NP-harte von ARSP

ARSPZ ={(G = (V,E),S = {s1, 5}, k)|
G ist ungerichteter Graph A S Menge an 2 Szenarien fiir G A
G besitzt einen s-t Pfad mit Worst-Case Laufzeit iiber S mit Lange < k}

2PART :{<31,”,,am>|
a,...,am,mée NA 3/’ g {1, m} mit ZIEI aj = ngll aj}




NP-harte von ARSP

ARSPZ ={(G = (V,E),S = {s1, 5}, k)|
G ist ungerichteter Graph A S Menge an 2 Szenarien fiir G A
G besitzt einen s-t Pfad mit Worst-Case Laufzeit iiber S mit Lange < k}

2PART :{<31,”,,am>|
a,...,am,mée NA 3/’ g {1, m} mit ZIEI aj = ngll aj}

((0,0),0,1) > icq1,...m @i ungerade und sonst
wobei G" = (V’, E") und S = {1, 2} wie folgt definiert sind und k = 3 >, a,

-----

Sei ) = {<G’,S, k) falls x = (a1,...,am): a1,...,am,m € N




NP-harte von ARSP

ARSPZ ={(G = (V,E),S = {s1, 5}, k)|
G ist ungerichteter Graph A S Menge an 2 Szenarien fiir G A
G besitzt einen s-t Pfad mit Worst-Case Laufzeit iiber S mit Lange < k}

2PART :{<31,---;am>|
a,...,am,mée NA 3/’ g {1, m} mit ZIEI aj = ngll aj}

Sei F(x) = <G’,5,k> faIISX:<al,...,am>:al,...,am,mEN
V= 00(0.0),0,1) Ticrr . a ungerade und sonst

wobei G" = (V’, E") und S = {1, 2} wie folgt definiert sind und k = 3 >, a,

() () () () &) e
) &)
(19 (29 (9 (9 &) b



NP-harte von ARSP

ARSPZ ={(G = (V,E),S = {s1, 5}, k)|
G ist ungerichteter Graph A S Menge an 2 Szenarien fiir G A
G besitzt einen s-t Pfad mit Worst-Case Laufzeit iiber S mit Lange < k}

2PART :{<31,---;am>|
a,...,am,mée NA 3/’ g {1, m} mit ZIEI aj = ngll aj}

Sei F(x) = <G’,5,k> faIISX:<al,...,am>:al,...,am,mEN
V= 00(0.0),0,1) Ticrr . a ungerade und sonst

wobei G" = (V’, E") und S = {1, 2} wie folgt definiert sind und k = 3 >, a,

(1) (=) () () &) o)
(& O

(19 (2 (29 () &) o



NP-harte von ARSP

ARSPZ ={(G = (V,E),S = {s1, 5}, k)|
G ist ungerichteter Graph A S Menge an 2 Szenarien fiir G A
G besitzt einen s-t Pfad mit Worst-Case Laufzeit iiber S mit Lange < k}

2PART :{<31,---;am>|
a,...,am,mée NA 3/’ g {1, m} mit ZIEI aj = ngll aj}

((0,0),0,1) > icq1,...m @i ungerade und sonst
wobei G" = (V’, E") und S = {1, 2} wie folgt definiert sind und k = 3 >, a,

Sei ) = {<G’,S, k) falls x = (a1,...,am): a1,...,am,m € N



NP-harte von ARSP

ARSPZ ={(G = (V,E),S = {s1, 5}, k)|
G ist ungerichteter Graph A S Menge an 2 Szenarien fiir G A
G besitzt einen s-t Pfad mit Worst-Case Laufzeit iiber S mit Lange < k}

2PART :{<31,---;am>|
a,...,am,mée NA 3/’ g {1, m} mit ZIEI aj = ngll aj}

Sei F(x) = <G’,5,k> faIISX:<al,...,am>:al,...,am,mEN
V= 00(0.0),0,1) Ticrr . a ungerade und sonst

wobei G" = (V’, E") und S = {1, 2} wie folgt definiert sind und k = 3 >, a,

£33 63



NP-harte von ARSP

ARSPZ ={(G = (V,E),S = {s1, 5}, k)|
G ist ungerichteter Graph A S Menge an 2 Szenarien fiir G A
G besitzt einen s-t Pfad mit Worst-Case Laufzeit iiber S mit Lange < k}

2PART :{<31,”,,am>|
a,...,am,mée NA 3/’ g {1, m} mit ZIEI aj = ngll aj}

((0,0),0,1) 3;c¢1,...m @ ungerade und sonst
wobei G’ = (V', E’) und S = {1, 2} wie folgt definiert sind und k = 3 >

-----

Sei ) = {<G’,S, k) falls x = (a1,...,am): a1,...,am,m € N

J€l

1
C
2k —1,i"V2k,i

a, fallsi=1
0 falls 1 = 2




NP-harte von ARSP

ARSPZ ={(G = (V,E),S = {s1, 5}, k)|
G ist ungerichteter Graph A S Menge an 2 Szenarien fiir G A
G besitzt einen s-t Pfad mit Worst-Case Laufzeit iiber S mit Lange < k}

2PART :{<31,”,,am>|
a,...,am,mée NA 3/’ g {1, m} mit ZIEI aj = ngll aj}

((0,0),0,1) > icq1,...m @i ungerade und sonst
wobei G’ = (V/,E’) und S = {1, 2} wie folgt definiert sind und k = % >

-----

Sei ) = {<G’,S, k) falls x = (a1,...,am): a1,...,am,m € N

jel 9

2
C
2k —1,i"V2k,i

a, fallsi=1
0 falls 1 = 2




NP-harte von ARSP

ARSPZ ={(G = (V,E),S = {s1, 5}, k)|
G ist ungerichteter Graph A S Menge an 2 Szenarien fiir G A
G besitzt einen s-t Pfad mit Worst-Case Laufzeit iiber S mit Lange < k}

2PART :{<31,”,,am>|
a,...,am,mée NA 3/’ g {1, m} mit ZIEI aj = ngll aj}

Sei F(x) = <G’,5,k> faIISX:<al,...,am>:al,...,am,mEN
V= 00(0.0),0,1) Ticrr . a ungerade und sonst

wobei G" = (V’, E") und S = {1, 2} wie folgt definiert sind und k = 3 >, a,

-----

1
C
2k —1,i"V2k,i

a, fallsi=1
0 falls 1 = 2
2
c

VoK —1.i'V2k,i

a, fallsi=1
0 falls 1 = 2
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Beobachtung. Sej 71 ein s-t Pfad
ct(m) + () = D jcr




NP-harte von ARSP

Beobachtung. Se¢j 7 ein s-t Pfad
c(m) + () = X,¢ aj

I/ = {W | (V2w—1,11 V2W,1)

wird von 7 durchquert}

%, 0
0
0
0
0 0
ai 0




NP-harte von ARSP

Beobachtung. Se¢j 7 ein s-t Pfad
c(m) + () = X,¢ aj

I ={w | (vaw—11, Vow.1)
wird von 7 durchquert}
{1,....m} =V

= {w | (vaw—1.2, vaw,2)

wird von 7 durchquert}




NP-harte von ARSP

n.z.z Vx € N(x € 2PART < f(x) € ARSP%)

Beobachtung. Se¢j 7 ein s-t Pfad
c(m) + () = X,¢ aj

I/ = {W | (V2w—1,11 V2W,1)

wird von 7 durchquert}

={w | (vaw—1,2, Vaw2)

wird von 7 durchquert}

=]
0
0
0
(1)
di

Las(ee(as
ot




NP-harte von ARSP

n.z.z Vx € N(x € 2PART < f(x) € ARSP%)
x € 2PART

Beobachtung. Se¢j 7 ein s-t Pfad

A 0
0
:
0 Q
0 0

I/ = {W | (V2w—1,11 V2W,1)

wird von 7 durchquert}

={w | (vaw—1,2, Vaw2)

wird von 7 durchquert}




NP-harte von ARSP

n.z.z Vx € N(x € 2PART < f(x) € ARSP%)
x € 2PART

Beobachtung. Se¢j 7 ein s-t Pfad

A 0
0
:
0 Q
0 0

I/ = {W | (V2w—1,11 V2W,1)

wird von 7 durchquert}

={w | (vaw—1,2, Vaw2)

wird von 7 durchquert}




NP-harte von ARSP

n.z.z Vx € N(x € 2PART < f(x) € ARSP%)
x € 2PART

? 3 s-t P;Cad T mit
ci(m) = c*(m) = 3 X ies )

Beobachtung. Se¢j 7 ein s-t Pfad

A 0
0
:
0 Q
0 0

I/ = {W | (V2w—1,11 V2W,1)

wird von 7 durchquert}

={w | (vaw—1,2, Vaw2)

wird von 7 durchquert}




NP-harte von ARSP

n.z.z Vx € N(x € 2PART < f(x) € ARSP%)
x € 2PART

? 3 s-t P;Cad T mit
ci(m) = c*(m) = 3 X ies )

= f(x) € ARSP%

Beobachtung. Se¢j 7 ein s-t Pfad

A 0
0
:
0 Q
0 0

I/ = {W | (V2w—1,11 V2W,1)

wird von 7 durchquert}

={w | (vaw—1,2, Vaw2)

wird von 7 durchquert}




NP-harte von ARSP

n.z.z Vx € N(x € 2PART < f(x) € ARSP%)
x € 2PART x ¢ 2PART

? 3 s-t P;Cad T mit
ci(m) = c*(m) = 3 X ies )

= f(x) € ARSP%

Beobachtung. Se¢j 7 ein s-t Pfad

A 0
0
:
0 Q
0 0

I/ = {W | (V2w—1,11 V2W,1)

wird von 7 durchquert}

={w | (vaw—1,2, Vaw2)

wird von 7 durchquert}




NP-harte von ARSP

n.z.z Vx € N(x € 2PART < f(x) € ARSP%)

x € 2PART x ¢ 2PART
= 3" C{1,..., m} mit = VvI' C{1,..., m} gilt
2icr @i ZJGE/’ 9 Diici 3 7 ZJ@/ d;

? 3 s-t P;Cad T mit
ci(m) = c*(m) = 3 X ies )

= f(x) € ARSPZ

Beobachtung. Se¢j 7 ein s-t Pfad

C1(7T)—|—C2(7T):ZJ.EIQJ' 310
A 0
0
O
0
0 0

I/ = {W | (V2w—1,11 V2W,1)

wird von 7 durchquert}

=A{w | (vaw—12, Vow2)

wird von 7 durchquert}




NP-harte von ARSP

n.z.z Vx € N(x € 2PART < f(x) € ARSP%)

x € 2PART x & 2PART
= 3" C{1,..., m} mit = VvI' C{1,..., m} gilt
Z/el’ aj ZJQ:// aj Ziel’ aj # ngz/’ dj
=t 3 st P;cad 4 m1it = V s-t- Pfade 7 gilt (c'(7) >
c(m) =c(m) = §Zj€laf %Zjelaj)\/(c2(7r) > %Zjelaj)

= f(x) € ARSPZ

Beobachtung. Se¢j 7 ein s-t Pfad

)+ E(m) = Syer (mayg(vay§(va
A 0
0
:
0 0
0 0

I/ = {W | (V2w—1,11 V2W,1)

wird von 7 durchquert}

=A{w | (vaw—12, Vow2)

wird von 7 durchquert}




NP-harte von ARSP

n.z.z Vx € N(x € 2PART < f(x) € ARSP%)

x € 2PART
= 3" C{1,..., m} mit
Dicr A = Zjelf dj

? 3 s-t P;Cad T mit
ci(m) = c*(m) = 3 X ies )

= f(x) € ARSPZ

x ¢ 2PART

= V s-t- Pfade 7 gilt (c'(7) >
% Zjel aj) Vv (C2(7T) > % Z_jel aj)
= f(x) ¢ ARSPZ

Beobachtung. Se¢j 7 ein s-t Pfad
c(m) + () = X,¢ aj
I =4{w | (vaw—11, Vow 1)

wird von 7 durchquert}

=A{w | (vaw—12, Vow2)

wird von 7 durchquert}

A 0
0
0
0
0 0
al 0
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Breite 2 NP-hart



NP-harte von RDSP

Satz. RDSP ist fiir zwei Szenarien und layered Graphen mit
Breite 2 NP-hart

Beobachtung. Se¢j 7 ein s-t Pfad

Lange eines kiirzesten

di

- 520

Weges unter Szenario 5?0O 0
0
O
0

0 0
dai

0 a
0
o\0
00
0
0 R




NP-harte von RDSP

Satz. RDSP ist fiir zwei Szenarien und layered Graphen mit
Breite 2 NP-hart

Fiir jedes Szenario besitzt der kiirzeste Pfad Lange 0, also
Beobachtung. Sej 7 ein s-t Pfad
Lange eines kiirzesten

ARSP = RDSP fiir Konstruktion
(n)5(s
Weges unter Szenario s?J 0
TENNNG
0
0
(s
di

o

0
0

Funktioniert wie bei ARSP
(n2(3




NP-harte von RDSP

Satz. RDSP ist fiir zwei Szenarien und layered Graphen mit

Breite 2 NP-hart
Beweis.

Fiir jedes Szenario besitzt der kiirzeste Pfad Lange 0, also
Beobachtung. Sej 7 ein s-t Pfad
Lange eines kiirzesten

ARSP = RDSP fiir Konstruktion
(n)5(s
Weges unter Szenario s?J 0
TENNNG
0
0
(s
di

o

0
0

Funktioniert wie bei ARSP
(n2(3
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Fakt. 2PART ist in pseudopolynomialzeit berechenbar,
mit Hilfe von dynamischer Programmierung
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Wert der Eingabe
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Hoffnung fiir ARSP/RDSP

Fakt. 2PART ist in pseudopolynomialzeit berechenbar,
mit Hilfe von dynamischer Programmierung

Pseudopolynomialzeit. [inge der Eingabe wird in unirer
Kodierung gemessen

_aufzeit ist abhangig vom numerischen
Wert der Eingabe

Hoffnung. ARSP/RDSP ist in pseudopolynomialzeit
berechenbar

e Ja, unter fester Anzahl Szenarios

e Nein, fiir beliebige Anzahl Szenarios



Pseudopolynomialzeit fiir ARSP

Satz. ARSP ist fiir feste Anzahl an Szenarien in ” fiir |
: : allgemeine
pseudopolynomialzeit berechenbar. Graphen
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Pseudopolynomialzeit fiir ARSP

Satz.

Idee.

ARSP ist fiir feste Anzahl an Szenarien in
pseudopolynomialzeit berechenbar.

Dynamische Programmierung
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Satz. ARSP ist fiir feste Anzahl an Szenarien in
pseudopolynomialzeit berechenbar.

Idee. Dynamische Programmierung
e Ein kiirzester s-t Pfad besitzt hochstens Lange |V| — 1

e Lange eines s-t Pfades unter einem Szenarios r ist beschrankt
durch P, = Summer der |V| — 1 groBten Kantengewichte unter r
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Pseudopolynomialzeit fiir ARSP

Satz. ARSP ist fiir feste Anzahl an Szenarien in
pseudopolynomialzeit berechenbar.

Idee. Dynamische Programmierung
e Ein kiirzester s-t Pfad besitzt hochstens Lange |V| — 1

e Lange eines s-t Pfades unter einem Szenarios r ist beschrankt
durch P, = Summer der |V| — 1 groBten Kantengewichte unter r

Struktur einer optimale Losung
Fur alle Knoten v; € V berechne mininmale maximale
Kosten eines s-t Weges fiir den gilt

e Von s nach v; werden Kosten ay, ..., a|s| bendtigt

e von v nach t werden hochstens 7 € {1,...,|V|—1}
Kanten benotigt.
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Pseudopolynomialzeit fiir ARSP

Satz. ARSP ist fiir feste Anzahl an Szenarien in
pseudopolynomialzeit berechenbar.

Kennen wir Werte fur 7 — 1 fur alle v € V, so kdonnen
wir Werte fiir 7 berechnen.

Struktur einer optimale Losung

Fur alle Knoten v; € V berechne mininmale maximale
Kosten eines s-t Weges fiir den gilt

e Von s nach v; werden Kosten ay, ..., a|s| bendtigt

e von v nach t werden hochstens 7 € {1,...,|V|—1}
Kanten benotigt.




Pseudopolynomialzeit fiir ARSP

Satz. ARSP ist fiir feste Anzahl an Szenarien in
pseudopolynomialzeit berechenbar.

berechne ftir alle méglichen Werte fiir ag, ..., o5

Struktur einer optimale Losung
Fur alle Knoten v; € V berechne mininmale maximale
Kosten eines s-t Weges fiir den gilt

. e Von s nach v; werden Kosten aq, ..., a|s| bendtigt

e von v nach t werden hochstens 7 € {1,...,|V|—1}
Kanten benotigt.
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Pseudopolynomialzeit fiir ARSP

Struktur einer optimale Losung
Fur alle Knoten v; € V berechne mininmale maximale
Kosten eines s-t Weges fiir den gilt

e Von s nach v; werden Kosten ay, ..., a|s| bendtigt

e von v nach t werden hochstens 7 € {1,...,|V|—1}
Kanten benotigt.
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Wert einer optimalen Losung rekursiv definieren
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Pseudopolynomialzeit fiir ARSP

Wert einer optimalen Losung rekursiv definieren

max,cs{a, +c/,} fallst € adj[v]|}
fv%(al, Cee a|5|) = maxreg{a,} falls t = V,'}

O sonst
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Pseudopolynomialzeit fiir ARSP

Wert einer optimalen Losung rekursiv definieren

max,cs{a, +c/,} fallst € adj[v]|}

fo(oa, ..., qs)) = ¢ max,es{a,} falls t = v;}
O sonst
: _ S
fv7,-(OC1 °°°°° O‘ISI) — mmvandj[v,-]{fvj- 1(041 + C,'lj ----- Q5| + Ci|j |),
fVT_l(Oél ..... Oz|5|)}
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Wert einer optimalen Lésung berechnen (bottom-up)
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Wert einer optimalen Lésung berechnen (bottom-up)

numerische
Beschrankung
berechnen

RobustARSP(G = (V,E),S={1,...,n})

// Initialisierung
ber. P, fiir r € {1,..., n}, ber. Ppax = max,cs{P,}
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Wert einer optimalen Lésung berechnen (bottom-up)

» L] ?
numerische Laufzeit?

Beschrankung
berechnen

RobustARSP(G = (V,E),S={1,...,n})

// Initialisierung
ber. P, fiir r € {1,..., n}, ber. Ppax = max,cs{P,}
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Pseudopolynomialzeit fiir ARSP

Wert einer optimalen Lésung berechnen (bottom-up)

numerische Laufzeit?
Beschrénkung O(|E||S])
berechnen

RobustARSP(G = (V,E),S={1,...,n})

// Initialisierung
ber. P, fiir r € {1,..., n}, ber. Ppax = max,cs{P,}
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Pseudopolynomialzeit fiir ARSP

Wert einer optimalen Lésung berechnen (bottom-up)

‘max,es{a, + ¢} falls t € adj[vi]}
fa(oa, ..., ajs)) = § maxees{a,} falls t = v;}
|00 sonst

RobustARSP(G = (V,E),S={1,...,n})

// Initialisierung
ber. P, fiir r € {1,..., n}, ber. Ppax = max,cs{P,}

// Basis

fOI’ xd1 = U, ..., Pl ..... fOI’ p = VU, ..., Pn

for v € Vif v; € adj[t] : f}(aq, ..., ap) = max,es{a, + cui )
else if v=t: fl(a,..., a,) = max,es{a,}
else: fo(oa, ..., Qp) = 00
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Pseudopolynomialzeit fiir ARSP

Wert einer optimalen Lésung berechnen (bottom-up)

‘max,es{a, + ¢} falls t € adj[vi]}
fa(oa, ..., ajs)) = § maxees{a,} falls t = v;}
Laufzeit? [ sonst

RobustARSP(G = (V,E),S={1,...,n})

// Initialisierung
ber. P, fiir r € {1,..., n}, ber. Ppax = max,cs{P,}

// Basis

fOI’ xd1 = U, ..., Pl ..... fOI’ p = VU, ..., Pn

for v € Vif v; € adj[t] : f}(aq, ..., ap) = max,es{a, + cui )
else if v=t: fl(a,..., a,) = max,es{a,}
else: fo(oa, ..., Qp) = 00
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Pseudopolynomialzeit fiir ARSP

Wert einer optimalen Lésung berechnen (bottom-up)

‘max,es{a, + ¢/} falls t € adj[vi]}
fvf(cul ..... ajs)) = § maxees{a,} falls t = v;}
Laufzeit? [ 00 sonst
O(|V|Pri)

RobustARSP(G = (V,E),S={1,...,n})

// Initialisierung
ber. P, fiir r € {1,..., n}, ber. Ppax = max,cs{P,}

// Basis

fOI’ xd1 = U, ..., Pl ..... fOI’ p = VU, ..., Pn

for v € Vif v; € adj[t] : f}(aq, ..., ap) = max,es{a, + cui )
else if v=t: fl(a,..., a,) = max,es{a,}
else: fo(oa, ..., Qp) = 00




Pseudopolynomialzeit fiir ARSP
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Pseudopolynomialzeit fiir ARSP

// Rekursion

forr=2,..., V| -1, forv, eV
fora; =0, ..., Pl ... fora, =0, ..., P"
f(aq, ..., an) = T Hay, ..., ap)

for v; € adj|vj]
ifa,+c[j§ P, fuirre S

if f‘;_l(oq + cé- ..... an+¢ft) < fi(ag, ..., Q)
then 7 (aq, ..., Qp) = fVJT__l(oq + c,-lj ..... an + Cj;
_ . T_ S
fv,- (041 ..... Oz|5|) — mmvandj[v;]{fvj 1(0&1 —+ Cl-lj ..... Oé|5| + Ci|j |
fvT_l(al vvvvv CV|S|)}
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Pseudopolynomialzeit fiir ARSP

// Rekursion

forr=2,..., V| -1, forv, eV
fora; =0, ..., Pl ... fora, =0, ..., P"
f(aq, ..., an) = T Hay, ..., ap)

for v; € adj|vj]
ifa,+c[j§ P, fuirre S

if f‘;_l(ozl + Cb- ..... an+¢ft) < fi(ag, ..., Q)
then 7 (aq, ..., Qp) = fv?_l(oq + C,-lj ..... an + Cj;
_ . S S
fv,- (041 ..... Oz|5|) — mmvandj[v;]{fvj 1(0&1 —+ Cl-lj ..... Oé|5| + Cl-lj |
Laufzeit? f‘;_l(ozl ..... Ck|5|)}

O(\VPPr'nSa'X fiirr =2,..., V-1




Pseudopolynomialzeit fiir ARSP

// Rekursion

for v; € adj|vj]
ifoz,+c[j§ P, fuirre S
if fvy_l(oq + c&- ..... an+¢ft) < fi(ag, ..., Q)

then 7 (aq, ..., Qp) = fv?_l(oq + C,-lj ..... o, + ch

I S

insgesamt: O(|V|* Pri)
LanZEIt?S fir layered Graphen ex. ein Algorithmus mit
O(‘ V‘3Pr|na|x Laufzeit O(\E‘Lr\i}\x)
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// Rekursion

for v; € adj|vj]
ifoz,+c[j§ P, fuirre S

if fvy_l(oq + c&- ..... an+¢ft) < fi(ag, ..., Q)

then 7 (aq, ..., Qp) = fv?_l(oq + C,-lj ..... o, + ch

Optimale Losung berechnen
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Pseudopolynomialzeit fiir ARSP

// Rekursion

for v; € adj|vj]
ifoz,+c[j§ P, fuirre S

return fSM_l(O ..... 0)

if fvy_l(oq + c&- ..... an+¢ft) < fi(ag, ..., Q)
then 7 (aq, ..., Qp) = fv?_l(oq + C,-lj ..... an + Cj;
// Ausgabe

Optimale Losung berechnen

11



Pseudopolynomialzeit fiir ARSP

// Rekursion

for v; € adj|vj]
ifoz,+c[j§ P, fuirre S

if fvy_l(oq + c&- ..... an+¢ft) < fi(ag, ..., Q)
then 7 (aq, ..., Qp) = fv?_l(oq + C,-lj ..... an + Cj;
// Ausgabe

return fSM_l(O ..... 0)

Optimale Losung berechnen j}

"Vorganger "merken

11
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Pseudopolynomialzeit fiir ARSP

Beispiel
VI—-1=4
P1 = 28
P, =12
Pmax = 28

5.4.28-12 = 6720 Werte

©

11



Pseudopolynomialzeit fiir ARSP

Beispiel
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Pseudopolynomialzeit fiir RDSP

Satz.

RDSP ist fiir feste Anzahl an Szenarien in
pseudopolynomialzeit berechenbar.
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Pseudopolynomialzeit fiir RDSP

Satz. RDSP ist fiir feste Anzahl an Szenarien in
pseudopolynomialzeit berechenbar.

Idee. Dynamische Programmierung

e wie bei ARSP mit Veranderungen

es wird minimale maximale Abweichung von optimalen Kosten
unter einem Szenario gesucht
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Pseudopolynomialzeit fiir RDSP

Satz. RDSP ist fiir feste Anzahl an Szenarien in
pseudopolynomialzeit berechenbar.

Idee. Dynamische Programmierung
e wie bei ARSP mit Verdnderungen

es wird minimale maximale Abweichung von optimalen Kosten
unter einem Szenario gesucht

berechne kiirzesten Pfad z" unter jedem Szenario r € S

berechne Teilinstanzen fir o; = —-2',..., P, — 2

gib f5|v|_1(0, ...,0) aus
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Pseudopolynomialzeit fiir RDSP

Beispiel

V| —1=4
P, = 28
P, =12

Pmax = 28
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Pseudopolynomialzeit fiir RDSP

Beispiel
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. und fiir beliebig viele Szenarien

Pseudopolynomialzeitalgo: O(|V3(Gmax) Iil)

°
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Laufzeit mehr
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e Ist |S| abhangig von der Eingabe, so ist dies keine polynomiale
Laufzeit mehr
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. und fiir beliebig viele Szenarien

Satz. ARSP/RDSP ist fiir beliebige Anzahl Szenarien NP-hart

Ein NP-vollstéandiges (hartes) Problem A ist ...

weakly NP-vollstandig(hart) strongly NP-vollstandig(hart)

falls A unar kodiert in P liegt falls A unar kodiert
NP-vollstandig(hart) ist
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. und fiir beliebig viele Szenarien

Satz. ARSP/RDSP ist fiir beliebige Anzahl Szenarien NP-hart

Fakt. 3PART ist strongly NP-hart

3PART = {(ay,..., a3m, B)]

Ein NP-vollstéandiges (hartes) Problem A ist ...

weakly NP-vollstandig(hart) strongly NP-vollstandig(hart)

falls A unar kodiert in P liegt falls A unar kodiert
NP-vollstandig(hart) ist




Heuristik fiir ARSP /RDSP

Hoffnung Heuristiken

e gesucht sind Faustregeln

e gute Losungen schnell erzeugen

Surrogation-Heuristik
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Heuristik fiir ARSP /RDSP

Surrogation Heuristik fiir ARSP Sei G = (V, E) ein
I ungerichteter Graph und S eine
ee.

L Menge an Szenarien
L. Initialisierung

neue Kantengewmhte Ve € E : Ce = |5| ZrES e

2. Losen einer Instanz:  Dijkstra

Sei 7 der gelieferte Pfad mit
Surrogationswert z;

3. Ausgabe einer Losung Gib 7 aus mit heuristischen

Pfadkosten

zh = max,¢s ¢,()
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Surrogation Heuristik fiir ARSP
Beispiel.
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Surrogation Heuristik fiir ARSP
Beispiel.

Heuristik ARSP

Z/i\_l — 13
7TH — (S, V3, Vo, t)
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Heuristik fiir ARSP /RDSP

Surrogation Heuristik fiir ARSP
Beispiel.

Heuristik ARSP

z/’\" — 13
7TH — (S, V3, Vo, t)
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Heuristik fiir ARSP /RDSP

Surrogation Heuristik fiir ARSP

Beispiel.

Heuristik ARSP

z/’\" — 13
7TH — (5, V3, Vo, t)

Wie gut ist Heuristik?
H
‘A~ 0|5]

ZA _H—I—‘S’—l

max,cs r(m)
min,cs r(m)

mit 6 =

15



Fazit

Unsicherheit erschwert das Problem
sei k die Anzahl der Szenarien

ARSP /RDSP fiir
beliebiges k

strongly

ARSP /RDSP NP-hart
flr festes k

weakly Surrogate
Heuristik
NP-hart
SP

P

16



Vielen Dank fiurs Zuhoren!

Quellen

e On the robust shortest path problem
Gang Yu and Jian Yang

e "Strong’ NP-Completeness Results: Motivation,

Examples, and Implications
M.R. Garey and D.S. Johnson

Grundlagen aus den Vorlesungen:
e Algorithmen und Datenstrukturen - Prof. Wolff
e T[heoretische Informatik - Prof. ClaBBer
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